
Řešeńı nelineárńıch rovnic

1 Úvod

Numerické řešeńı nelineárńıch (NL) rovnic – vždy iteračńı

řešeńı odhadneme a pak ho postupně zp̌resňujeme

Typy úloh - (dle počtu rovnic – proměnných)

• 1. NL rovnice

f(x) = 0 (1)

Řešeńı často nazýváme kořen. Kořen nemuśı ∃, může být 1 nebo jich
může být v́ıce.

Jedná se o relativně snadnou úlohu, vždy lze kořen odhadnout (ohraničit)
a následně naj́ıt.

• Řešeńı systému rovnic n rovnic o n neznámých. Pomoćı n proměnných
bude možno splnit najednou n rovnic.

~f(~x) = ~0 (2)

kde ~f je n-dimenzionálńı vektorová funkce, jej́ımiž složkami jsou jednotlivé

rovnice, které maj́ı být simultánně splněny.
Řešeńı nemuśı ∃, může být 1 nebo v́ıce bodových řešeńı. V degenerovaném
p̌ŕıpadě může ale existovat i spojitá množina řešeńı.

Ve v́ıce dimenźıch neńı k dispozici žádná obecná metoda řešeńı, pokud
neńı k dispozici dobrý odhad řešeńı.
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2 Řešeńı jedné nelineárńı rovnice

2 kroky řešeńı

1. Ohraničeńı kořen̊u (separace, bracketing) – určeńı interval̊u, které obsahuj́ı

jeden kořen.

2. Zp̌resňováńı hodnoty kořene na požadovanou p̌resnost

Polynomy – ∃ speciálńı metody

Dvojnásobné kořeny – hledáńı řešeńı v reálném oboru v okoĺı dvojnásobného
kořenu = nekorektńı úloha

libovolně malá změna koeficient̊u může ⇒ ¬∃.

Vliv nepatrné změny zadáńı u dvojnásobných kořen̊u

Pozn. V komplexńım oboru je úloha vždy korektńı.

Pozn. Hledáńı dvojnásobného kořene se provád́ı pomoćı hledáńı extrému.

Ohraničeńı kořene – Pokud pro x1 < x2 plat́ı, že f(x1)f(x2) < 0 je v in-

tervalu (x1, x2) alespoň jeden kořen.

Algoritmus ohraničeńı spoč́ıvá v rozšǐrováńı, p̌ŕıp. zkracováńı p̊uvodně navrženého
intervalu.

Hledáńı ohraničeného kořene – Obvyklé jsou metody, které nepouž́ıvaj́ı
derivace. Užit́ı derivace ⇔ pro derivaci je analytický vzorec ∧ rychlý numerický
výpočet.
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2.1 Metoda p̊uleńı interval̊u

Necht’ je kořen ohraničen 〈a0, b0〉, tak že f(a0)f(b0) < 0. Označme x1 =
(a0 + b0)/2. Jeden krajńı bod ponecháme a druhý posuneme do x1 tak, aby
opět platilo f(a1)f(b1) < 0.

Po n-tém kroku kořen omezený body an a bn a nep̌resnost určeńı kořene je
ǫn = |bn − an|.
Plat́ı

|ǫn+1| =
|ǫn|
2

Pozn. Obecně lze zapsat |ǫn+1| = C|ǫn|m, kde m ≥ 1.

P̊uleńı interval̊u je lineárńı metoda m = 1 a C = 1
2.

Počet krok̊u pro výpočet kořene s p̌resnost́ı ǫ je p̌ri počátečńı chybě ǫ0 roven

n = log2
ǫ0
ǫ

.

Metoda p̊uleńı interval̊u je spolehlivá (vždy konverguje), ale v bĺızkosti kořene
pomalá.

2.2 Metody, už́ıvaj́ıćı sečnu

1
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1 3 4

2

Sekantová metoda Regula falsi Problém (regula falsi)

Sekantová metoda, metoda regula falsi a problém pomalé konvergence
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Jsou-li body an−1 a an, pak bod an+1 zvoĺıme v pr̊useč́ıku spojnice bod̊u

(an−1, y(an−1)) a (an, y(an)) s osou x.

Sekantová metoda – body an, an+1 → bod an+2.
Ohraničeńı kořene nemuśı být zachováno ⇒ konvergence neńı zaručena!

V bĺızkosti kořene rychleǰśı než regula falsi. Pro rychlost konvergence plat́ı
lim
k→∞

|ǫk+1| = C|ǫk|1.618.
Metoda regula falsi - Po určeńı an+1 si k němu vyberu z z an−1 a an bod

ãn tak, aby kořen z̊ustal ohraničen f(an+1)f(an) < 1. Konvergence je tud́ıž
zaručena.

Metoda pomaleǰśı než sekantová, ale je superlineárńı (m > 1).

Problém superlineárńıch metod – možnost velmi pomalé konvergence (malých
krok̊u) daleko od kořene (viz obr).

2.3 Brentova metoda

Metody je založena na p̌reṕınáńı mezi lineárńı metodou (metodou p̊uleńı in-
terval̊u) a superlineárńı metodou (inverzńı kvadratická interpolace). Pokud je

superlineárńı metoda pomalá (daleko od kořene), využ́ıvá se p̊uleńı interval̊u.

Inverzńı kvadratická interpolace využ́ıvá funkci x = g(y), hledáme x =
g(y = 0). Při iteraci z 3 známých bod̊u a, b, c, je funkce y interpolována

podle Lagrangeova vzorce

x =
[y − f(a)][y − f(b)]c

[f(c)− f(a)][f(c)− f(b)]
+

+
[y − f(b)][y − f(c)]a

[f(a)− f(b)][f(a)− f(c)]
+

[y − f(c)][y − f(a)]b

[f(b)− f(c)][f(b)− f(a)]
.

Pro y ≡ 0 lze Lagrange̊uv vzorec napsat ve tvaru

x = b+
P

Q
, kde P = S[T (R− T )(c− b)− (1− R)(b− a)]

a Q = (T − 1)(R− 1)(S − 1) .

a kde R ≡ f(b)

f(c)
, S ≡ f(b)

f(a)
, T ≡ f(a)

f(c)
.
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2.4 Newton–Raphsonova (tečnová) metoda

Využ́ıvá prvńı derivaci zadané funkce, proto je vhodná zejména pokud lze hod-
noty derivaćı rychle poč́ıtat. Zadanou funkci f(x) rozvineme do Taylorova roz-
voje v okoĺı bodu xi. Je-li x = xi + δ, pak plat́ı

f(x) = f(xi + δ) = f(xi) + δf ′(xi) +
δ2

2
f ′′(xi) + . . .

Řeš́ıme f(x) = 0, nahrad́ıme Taylorovu řadu tečnou p̌ŕımkou, δ urč́ıme z
podḿınky

δ = − f(xi)

f ′(xi)
⇒ xi+1 = xi −

f(xi)

f ′(xi)

Pro nep̌resnost ǫi+1 = x− xi+1 (i+ 1)-ńı aproximace kořene plat́ı

ǫi+1 = ǫi − δ = ǫi +
f(xi)

f ′(xi)
≃ −ǫ2i

f ′′(xi)

2 f ′(xi)

Newton–Raphsonova metoda je tedy kvadratická metoda → rychlá bĺızko u
kořene. Konvergence neńı zaručená, nutná kontrola ohraničeńı kořene a kom-
binace s metodou p̊uleńı interval̊u.

3 Kořeny polynomů

3.1 Ohraničeńı maximálńı a minimálńı velikosti kořene

Necht’ f(x) je polynom ve tvaru f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 = 0,
kde an 6= 0.

Ohraničeńı kořen̊u polynomů:

1. Všechny kořeny jsou v mezikruž́ı |a0|
B+|a0| ≤ |x| ≤ 1 + A

|an| , kde pro A a B

plat́ı A = max{|an−1|, |an−2|, . . . , |a0|} a B = max{|an||an−1|, . . . , |a1|}.

2. Dále necht’ an > 0 a an−k je prvńı záporný koeficient, plat́ı pro všechna

xi > 0, že xi < R = 1 + k

√

A
an
, kde A = max

j,aj<0
|aj|.

Druhé ohraničeńı lze po substitućıch využ́ıt i k daľśım odhad̊um:

• Substitućı y = 1
x
odhadneme minimálńı kladný kořen.
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• Pomoćı substituce y = −x omeźıme v absolutńı hodnotě nejvěťśı záporný

kořen.

• Substituce y = − 1
x
omeźı v absolutńı hodnotě nejmenš́ı záporný kořen.

3.2 Sturmova věta

Nejprve definujeme Sturmovu posloupnost.To je posloupnost polynomů,
kde prvńı dva členy jsou polynom f0(x) = f(x) a jeho derivace f1(x) = f ′(x).
Daľśı členy fi+1 źıskáme jako ḿınus zbytek po děleńı fi−1/fi. Posloupnost

konč́ı členem fk = const., kde k ≤ n, kde n je řád polynomu f(x).

Sturmova věta – Necht’ algebraická rovnice má pouze jednoduché kořeny,

potom počet reálných kořen̊u na intervalu 〈α, β〉 je roven rozd́ılu počtu znaménkových
změn ve Sturmově posloupnosti f0, f1, . . . , fk v bodech α a β.

Pokud má algebraická rovnice násobné kořeny, tedy fk = 0, děĺıme ji polyno-

mem fk−1 a použijeme Sturmovu větu. Odtud potom dostaneme počet kořen̊u
(bez násobnosti) na daném intervalu.

Př́ıklad na Sturmovu větu Máme polynom f(x) = 4x3 − 2x2 − 4x− 3 = 0,

potom členy Sturmovy posloupnosti jsou

f0 = 4x3 − 2x2 − 4x− 3,

f1 = 3x2 − x− 1, (bylo vyděleno 4)

f2 = 26x+ 29,

f3 = −1.

Protože f3 = −1, neexistuj́ı žádné násobné reálné kořeny. Znaménka člen̊u

Sturmovy posloupnosti zaneseme do tabulky.

x −∞ 0 2 +∞
sgnf0(x) - - + +

sgnf1(x) + - + +
sgnf2(x) - + + +

sgnf3(x) - - - -

nzměn 2 2 1 1

Rozd́ıl počtu znaménkových změn v bodech −∞ a +∞ je jedna, zadaný poly-
nom má tedy v tomto intervalu právě jeden kořen. Tento kořen lež́ı mezi body

0 a 2, protože rozd́ıl počtu znaménkových změn v těchto bodech je opět jedna.
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3.3 Müllerova metoda hledáńı kořene

V bodech xi, xi−1 a xi−2 budeme interpolovat zadaný polynom polynomem
kvadratickým. Definujeme

t =
x− xi

xi − xi−1
.

Funkci f(x) interpoluje f̃ = A t2+B t+C. Při hledáńı kořene této kvadratické

rovnice substituujeme u = 1/t a dostaneme A+ B u+ C u2 = 0 s kořeny

u1,2 =
−B ±

√
B2 − 4AC

2C

Odtud iteračńı vztah pro hledáńı kořene polynomu ve tvaru

xi+1 = xi − (xi − xi−1)

[

2C

B ±
√
B2 − 4AC

]

,

kde ± nahrad́ıme znaménkem + nebo − tak, aby byla maximálńı absolutńı
hodnota jmenovatele.

Pokud definujeme q ≡ xi−xi−1

xi−1−xi−2

, můžeme koeficienty A, B a C zapsat ve tvaru

A ≡ q P (xi)− q (1 + q)P (xi−1) + q2 P (xi−2),

B ≡ (2q + 1)P (xi)− (1 + q)2 P (xi−1) + q2 P (xi−2),

C ≡ (1 + q)P (xi).

Pozn. I p̌ri hledáńı reálných kořen̊u můžeme p̌ri využit́ı této metody dostat

komplexńı mezivýsledky.

Pozn. Použ́ıvá se i pro komplexńı kořeny analytických funkćı.

3.4 Laguerrova metoda hledáńı kořene

Polynom n-tého stupně Pn(x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn) má logaritmus

ln |Pn(x)| = ln |x− x1|+ ln |x− x2|+ . . .+ ln |x− xn|. Definujeme

G ≡ P ′
n

Pn

=
d ln |Pn(x)|

dx
=

1

x− x1
+

1

x− x2
+ . . .+

1

x− xn

H ≡



P ′
n

Pn





2

− P ′′
n

Pn

= −d2 ln |Pn(x)|
dx2

=
1

(x− x1)2
+ . . .+

1

(x− xn)2
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Nyńı G a H vyjáďŕıme tak, že pro kořen x1 nejbližš́ı k x, polož́ıme a ≡ x− x1

a pro ostatńı kořeny xi p̌redpokládáme, že b ∼ x− xi. Potom

G =
1

a
+

n− 1

b
a H =

1

a2
+

n− 1

b2
.

Odtud pro a máme vztah

a =
n

G±
√

(n− 1) (nH −G2)
,

kde za ± bereme takové znaménko, aby byl jmenovatel v absolutńı hodnotě

maximálńı.

Pozn. I p̌ri hledáńı reálných kořen̊u můžeme p̌ri využit́ı této metody dostat
komplexńı mezivýsledky.

Pozn. Existuje ryze reálná metoda na výpočet reálných kořen̊u pomoćı rozkladu
na kvadratické polynomy (Bairstowova metoda).

3.5 Hledáńı daľśıch kořen̊u polynomu

Najdeme-li kořen xi nahrad́ıme p̊uvodńı polynom P (x) polynomem P̃ (x) =

P (x)/(x− xi).
Výhody a nevýhody:

• Vyhneme opětovné konvergenci ke kořeni xi (pokud k němu metoda opět
konverguje, je to v́ıcenásobný kořen)

• U polynomů nižš́ıho stupně snáze hledaj́ı kořeny

• Ztráćıme p̌resnost → kořen zp̌resnit pomoćı p̊uvodńıho polynomu P (x)

Syntetické děleńı polynomů – zp̊usob výpočtu koeficient̊u pod́ılu poly-
nomů
Koeficienty pod́ılu a zbytku po děleńı dvou polynomů dostaneme pomoćı pro-

cedury POLDIV z knihovny Numerical Recipies. Výpočet prob́ıhá následovně

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0
bmxm + bm−1xm−1 + . . .+ b0

= cn−mx
n−m + . . .+ c0 +

dm−1x
m−1 + . . .+ d0

bmxm + . . .+ b0
.

Koeficienty pod́ılu poč́ıtáme podle těchto vztah̊u

cn−m =
an
bm

, cn−m−1 =
an−1 − cn−mbm−1

bm
, . . .
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4 Soustavy nelineárńıch rovnic
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Soustava dvou nelineárńıch rovnic pro dvě neznámé

V obecném p̌ŕıpadě je řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic velmi obt́ıžné, neexis-
tuje žádná dobrá obecně použitelná metoda. Již ve dvou dimenźıch nepoznáme,

zda jsme bĺızko u řešeńı → obr.

Je zadána soustava ~f(~x) = ~0, kterou můžeme rozepsat ve tvaru

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0,
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0,

...
fn(x1, x2, . . . , xn) = 0.

(3)

Pozn. Pokud je to možné, nahrazujeme hledáńı řešeńı systému rovnic hledáńım
extrému !!

Pokud fi = −∂V (~x)/∂xi pro ∀i = 1, . . . , n, hledáme extrém potenciálu V .

4.1 Prostá iterace

Soustavu (3) lze p̌repsat do tvaru ~x = ~ϕ(~x), tedy

x1 = ϕ1(~x),
x2 = ϕ2(~x),

...
xn = ϕn(~x).

Tato soustava má stejná řešeńı jako soustava (3). Iteračńı vzorec má tvar

~x(k+1) = ~ϕ(~x(k)) .
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Postačuj́ıćı podmı́nka konvergence

Necht’ v jistém okoĺı G řešeńı ξ plat́ı, že pro ∀~x ∈ G je ~ϕ(~x) ∈ G, a ∃q ∈
(0, 1) takové, že pro ∀~x, ~y ∈ G je ||~ϕ(~x) − ~ϕ(~y)|| ≤ q||~x − ~y|| (kontrahuj́ıćı
zobrazeńı). Pak iteračńı posloupnost konverguje k řešeńı ξ a plat́ı

||~x(k) − ~ξ|| ≤ q

1− q
||~x(k) − ~x(k−1)|| .

Pozn.Má-li ~ϕ všechny prvńı parciálńı derivace v okoĺı řešeńı, pak lze postačuj́ıćı

podḿınku konvergence zapsat |Jϕ(x1, x2, . . . , xn)| ≤ q < 1, kde J označuje
Jacobián zobrazeńı ~ϕ(x1, x2, . . . , xn).

Pozn. Neexistuje žádný univerzálńı návod jak vhodné zobrazeńı ~ϕ sestrojit.

4.2 Newton–Raphsonova metoda pro systémy nelineárńıch rovnic

Přesné řešeńı ~ξ vyjáďŕıme ve tvaru ~ξ = ~x + δ~x. Hodnotu funkce v bodě ξ

vyjáďŕıme pomoćı Taylorovy věty

fi(~x+ δ~x) = fi(~x) +
∑n

j=1

∂fi
∂xj

δxj

︸ ︷︷ ︸

=0

+O(δ~x2).

Systém rovnic linearizujeme v bodě ~x(k) (k-tý odhad řešeńı). Máme soustavu
n lineárńıch rovnic o n neznámých
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∂xn
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∂xn













·













δ~x
(k)
1

δ~x
(k)
2
...

δ~x(k)
n













= −












f1(~x
(k))

f2(~x
(k))
...

fn(~x
(k))












.

Iteračńı vztah je tedy x
(k+1)
i = x

(k)
i + δx

(k)
i , kde i = 1, . . . , n.

Vektorově ~x(k+1) = ~x(k) −
[

Jf
(

~x(k)
)]−1 ~f

(

~x(k)
)

.

Při dostatečně dobrém odhadu tato metoda vždy konverguje. V p̌ŕıpadě nut-
nosti poč́ıtáme derivace numericky.

Pozn. Metodu lze modifikovat tak, aby se omezilo nebezpeč́ı p̌ŕılǐs dlouhých

krok̊u daleko od řešeńı. Ve ∀ iteračńıch kroćıch chceme pokles
∑n

i=1 f
2
i . Pokud k

němu v některém kroku nedojde, ḿısto kroku δx
(k)
i Newtonovy metody užijeme

vztah

x
(k+1)
i = x

(k)
i + λ δx

(k)
i , kde λ ∈ (0, 1〉 .
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