Numerické metody linearni algebry

1 Uvod

1.1 Ulohy linearni algebry
1. ReSeni soustav linedrnich rovnic Ax = b
e Reseni soustavy s reguldrni ¢tvercovou matici A ¥ddu n x n pro 1
nebo vice pravych stran
e V/ypotet inverzni matice A~}
e Vypolet determinantu

e Reseni soustav n rovnic 0 m neznamych a singuldrnich n X n soustav
v n&jakém definovaném smyslu (1 ¥e¥eni + baze nulprostoru, ¥eSeni
s nejmensi normou, FeSeni ve smyslu nejmensich &tverci)

2. Hledani vlastnich &isel a vlastnich vektort

Ve

° Uplny problém vlastnich Zisel

7

e (Castedny problém vlastnich ¢isel

Standardni numerické knihovny - LINPACK (specialni pro ¥e¥eni soustav linedrnich
rovnic), EISPACK (specialni pro vlastni &isla a vektory), NAG (obecnd), IMSL
(obecnd)

1.2 Neékteré zakladni pojmy a oznaceni

Vektorem zde budeme rozumét sloupcovy vektor, horni index T oznaduje trans-
ponovany vektor (nebo matici), matici oznalujeme tuénym pismem

X1 ail a2 ... Qim

R I9 T 21 Q929 ... QA9m

T = = (T1,%2,...,Zy) A = _ _ = (a;))
T anl1 Ap2 ... Qpm

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme uvaZovat redlné matice a vektory.
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Mirou velikosti vektorli a matic je jejich vektorova norma. Vektorova norma
musi splnit 3 podminky a) [|Z]| > 0 a ||Z]| = 0 < & =0 b) ||AZ]| = |A|||Z]| a
c) |7+ gll < lZ] + ll7]]-

P¥iklady vektorovych norem

e maximova - ||z||; = max ;]
1=1,...n

n
e souttova - ||z||;r = D |z
i1

e Eukleidovskd - ||z||rrr = | D «?
i=1

Maticova norma

Vektorovd norma matice se nazyvd maticovou normou, pokud navic plati pro
V matice A, B podminka 4) pro sou&in matic

|A - B < [[A]-[B]
Maticova norma je souhlasnd s vektorovou normou, pokud pro V A, 7 plati

[AZ] < [[A[l - |Z]

P¥iklady maticovych norem

n
o Yadkova - ||Al|; = max ) |ajjl
z:l,...,njzl

n
e sloupcova - ||Al|;; = max Y |ag]
J=l..n; 53

o Eukleidovskd - [[A|;rr = |>Y af
\i=1;=1

Kazda z uvedenych maticovych norem je souhlasnd se stejné oznacenou vek-
torovou normou.



1.3 Metody reseni soustav linearnich rovnic
1. p¥imé (finitni)
2. iteracni

3. gradientni

2 Primé metody reseni soustav linearnich rovnic

P¥imé metody YeSeni spolivaji v Upravé matice na trojlhelnikovy (p¥ipadné&
diagonalnf) tvar (pfimy b&h) a potom ¥eSenim soustavy s horni trojihelnikovou
matici U nebo dolni trojihelnikovou matici L (zpétny b&h). Zp&tny b&h je
podstatné rychlejSi neZ p¥fimy.

2.1 Reseni soustav s trojuhelnikovou matici

Rovnice s horni trojlihelnikovou matici U se ¥eSi postupnym provadénim vzorce
ve sméru klesajiciho indexu k

1 n
T — — bk — Z uijj
ULk j=k+1

K vypottu libovolného zy, je t¥eba nejvySe n vnitfnich cykld (1 nasobeni + 1
s¢itani), polet operaci roste tedy ~ n* (p¥esn&ji ~ 0.5 - n? vnit¥nich cykli).



2.2 (Gaussova a Gauss-Jordanova eliminace

Re&im soustavu rovnic AZ = b. V prvnim kroku necht prvek a;; # 0 (Ize vizdy
dosdhnout p¥ehozenim rovnic). Prvek ay;, pouZity k dpravé rovnic 2, ..., n
nazveme hlavnim prvkem (pivot).

. Ve - v = . 7 . - 7 1
Od i-té rovnice ode¢teme 1.rovnici ndsobenou multiplikatorem mz( ) = —a;1/aq1.

Modifikovana soustava bude mit v 1.sloupci pod diagonalou samé 0. Uprava
provadéna soudasné s pravou stranou odpovidd ndsobeni rovnice matici

1 00 ...0
p, | el 10
—CLnl/CLH 00 ... 1
Rovnice po prvni tpravé ma tvar D1 A7 = Dll;, oznatime D1 A = AW 3

Dlg = g(l)
Po k — 1 Gpraviach ma matice A* D tvar

ai; a2 ... Q1k-1 alg ... Qin
1 1 1 1
0 agg) o a;’,)ﬂ_l agk) e agn)
ey (ko 2
A1) — 0 0 .. al(c—l,lz:—l a/(c—l,li a/(f—u)z
- (k—1) (k—1)
0 0 RN 0 akk ak’n
k—1 -1
0 0 .. 0 a/(m,/i al(c+1,71
o 0 ... 0 afﬁﬂ_l) o agfgl)

Zde horni index zna&i pocet tprav daného prvku.
Pokud a,(f_l) # 0, Ize ho zvolit za hlavni prvek, spocitat multiplikatory ml(-k) =

k—1) , (k—1 : RV ,
—agk )/a,gk ) prot=Fk+ 1,..., n a upravit pfislusné rovnice.

V k-tém kroku dpravy pouzivdm jako hlavni prvek prvek k — 1-kradt upraveny
(odecitani!) hlavni prvek — ztrata p¥esnosti = vybér hlavniho prvku.

Bez vybéru hlavniho prvku - pfimé metody nepouzitelné pro obecné matice!!



Pocet operaci

Na kaZzdou 0 —< n vnit¥nich cykld, potfebuji n(n — 1) prvki — 0. Celkovy
polet vnit¥nich cyklii ~ n?® (presn&ji ~ 1/3 n?), slo¥itost algoritmu je ¥adu n?.

Gauss-Jordanova eliminace

Upravuji se v8echny prvky mimo diagonalu. Matice se pfevede na jednotkovou
I. P¥imo spottu inverzni matici A~1. Vy&&i polet operaci ~ n? vnit¥nich cykli.

2.3 Vybér hlavniho prvku (pivoting)

V'V kroku p¥imého béhu — vybér hlavniho prvku.

° Uplny vybér hlavniho prvku - v celé dosud neupravené &asti matice, po-
maly, strategie - max |a;;|

o Céstecny vybér hlavniho prvku - v daném sloupci (sloupcovy) nebo ¥adku
(fadkovy), rychlejsi, vylepgend strategie nap¥. sloupcového vybéru - p¥i
vybéru porovnavam velikosti prvki v daném sloupci normované na maxi-
mum absolutnich hodnot prvkii v daném ¥adku plivodni matice.

Vybér hlavniho prvku — pouzitelnost pfimych metod pro vétSinu matic.
Pro obecné velké matice (/N > 50) nutna dvojitd presnost. | tak &asto problémy
u velkych Spatné podminénych matic !!
Problémy:
1. Singuldrni matice

2. Singularni matice vznikla ztratou p¥esnosti p¥i Upravach

3. Ztrata presnosti



2.4 LU metoda

vV matice A lze rozloZit do tvaru A = L - U, kde L, U jsou leva dolni, resp.
pravd horni trojuhelnikové matice. Potom FeSeni najdu postupnym ¥eSenim 2
soustav s trojuhelnikovou matici

—

Af=b = (LU)Z=b = L(Uf)=b = Lj=0b, UZ=7

——
g
LU dekompozice
ap; a2 a1z ... Ay I 0 0 0 Ul U2 U3
a1 Qg2 Q23 ... Ay loy 1 0 0 s wusg
asy Qg2 asg ... asgp = l31 l32 1 ... 0 0 0 Uus3
an1 Ap2 Apz ... QApp lnl lng lng o1 0 0 0
Nasobeni matic
i—1
i < aij = Uiy + Y liguk;
k=1
j—1
T > ) aij:lijujjnLZlikukj
k=1

Croutlv algoritmus - postupny vypocet nap¥. odleva po sloupcich a ve sloupcich
odshora. NejdFive

1—1
uij:aij—Zlikukj Z:].,...,]
k=1

uziva [ z predchozich sloupcii a u z pfedchozich ¥adki, a potom

j—1

lij:<aij—2likukj>/ujj Z:j+1,...,n
k=1

uziva [ z predchozich sloupcli a u z naddiagonalni ¢3sti sloupce.

Sloupcové hledani hlavniho prvku (Gplné nelze)

Prvky a;; pouZiji jen 1 X, vysledné prvky matic L a U se vejdou do 1 matice.
Vlastnosti LU metody:

e P¥ima (finitni) metoda, stejné krokt jako p¥imy b&h Gaussovy eliminace

e Hlavni vyhoda - p¥i dekompozici nepracuji s pravou stranou rovnice, rychlé
vypocty pro postupné ziskavané pravé strany

e Lze iterativné zpresnit vysledek

Uln
Uon
U3p




2.5 Iterativni zpresnéni reSeni

Hledame ¥eSeni I linedrni rovnice AZ = b. Ziskdme nepfesné feSeni T

—

—dx

S

F=1+40r= A(T+0x)=b+06b= Adx =0b=ATF —bi =

Oznadime &y nepfesné YeSeni systému v prvnim kroku AZy ~ b a pak provadime
iteraci

Tio1 = T + (02); A(0z); = b— AT,

2.6 Podminénost rfeSeni soustavy linearnich rovnic

—

Vzhledem k chybam vstupnich ddaji a zaokrouhleni misto AZ = b Fe$ime
tlohu

(A+AA) (T+ AZ) =b+ Ab
NejdFive pFfipad AA =0
AF=ATAF = A7) < A7) - AT
AZ=b = ||7| =[]/ Al
Pro relativni chybu YeSeni tedy plati

AT B Ab
NE. 1ol

Cislo C,, = ||A| - [|A™"|| se nazyva podmin&nost matice.
Pokud je i AA # 0, pak

B} IAA]  Ad)
1A% _ o HAH *
7S [BA]
17 — ¢, LAl

Pro C}, > 1 je soustava Spatné& podminénd a malé chyby vstupnich dat i malé
zaokrouhlovaci chyby ve vypoc&tu se projevi velkou chybou Feseni.



2.7 Vypocet inverzni matice a determinantu

Gauss-Jordanova eliminace vypocte p¥imo inverzni matici. U Gaussovy elimi-
nace a LU dekompozice ziskdme inverzni matici ¥eSenim pro n pravych stran,
tvorenych vektory standardni bdze.

Véechny metody rovnocenné jak p¥esnosti, tak i poétem n3 operaci.
Determinant nepocitame ze vzorcl (rlst zaokrouhlovaci chyby), ale vyuZijeme
véty, ze determinant soucinu matic je roven soucinu determinantli. Pro LU
dekompozici

det(A) = det(L) - det(U) = ﬁ Ujj

Gaussova eliminace odpovida nasobeni maticemi a pokud se sam Fadek nenasobi
a pouze se pri¢itaji nasobky jinych ¥adki, je determinant matice kazdé Gpravy
D; = 1 a determinant A se rovna soudinu diagonalnich prvki trojuhelnikové
matice.

Pokud dochdzi k pfehazovani ¥adki p¥i vybéru hlavnich prvki, dojde k nasobeni
determinantu —1, je nutno si zapamatovat polet zmén znaménka.

2.8 Specialni typy matic

Ridka matice ma vétsinu prvki = 0.
Pro feSeni soustav s fidkou matici se ¢asto pouzivaji gradientni metody, spocivajici

v minimalizaci || AZ—b||2,;. Pro ¥idkou matici je toti¥ poZet operaci pro vypotet
AZ ~ n, a ne ~ n? jako pro plnou matici.

Matice A je pasova, pokud a;; = 0 pro |i — j| > p. Tridiadondlni matice pro
p = 1, pétidiagonalni matice pro p = 2.

Soustavy s tridiagonalni matici

ai bl 0O 0 ... 0 0 0 X1 fl
Cy Qa9 bg 0 ... 0 0 0 i) f2
0 C3 Q3 b3 R 0 0 0 T3 . f3
O 0 0 0 ... Cn—1 Qap—1 bn—l Tpn—1 fn—l
0O 0 0 0 ... 0 ¢ ap Ty In

Tridiagonalni zapiseme do 3 vektori @, b, & V praxi témé¥ vzdy tridiagonalni
matice, u kterych vyb&r hlavniho prvku neni pot¥ebny (silné reguldrni matice).



Regen: Predpoklddame zpétny béh x, = ppxi 1 + pr. Dosadime
ci (Hi—1%i + pic1) + @i + biwip = f;

po Upravé

b Ji = cipiaa
T = Ty +
Cilli—1 + a; Cilli—1 + a;
vysledek
o 0 g = Sz Cibit
Y1t oa; "Gt a

Startovani ¢; =0, b, =0 (po, po, Tni1) libovolné.

Blokové tridiagonalni matice - A;, B;, C; - malé matice = u;, p; - malé
matice

2.9 Ulohy se zadnym reSenim nebo oo reSenimi

m rovnic o n nezndmych, linedrné zavislé n X n systémy.

Metoda SVD (singular value decomposition) - pokud Az = b ma oo feSeni, ur&i

feSeni s nejmensi Eukleidovskou normou a bazi nulprostoru, pokud —d ¥eSeni,
najde YeSeni ve smyslu nejmensich &tverci - vektor & minimalizujici || AZ—b|| ;7.

SVD - A, U maticemxn, W, V, I matice nxn, W diagonalni, I jednotkova,
U, V ortogonalni (UT-U =VT.V =1)

A=U-W.-V' = Z=V . [diag(1/w,)]-UT-b

Pokud w; = 0 (w; ~ 0) nahradime 1/w; — 0 (signalizuje singuldrnost ma-
tice).



2.10 Rychlost feSeni soustav linearnich rovnic (matice N = N)
primymi metodami

e Gauss—Jordanova eliminace
P¥i vypottu se provadi ~ N3 vnitfnich cykli (v kazdém cyklu jedno
nasobeni a jedno scitani)

e Gaussova eliminace a LU dekompozice

P¥imy béh je podstatn& naro&néjsi na pocet operaci. U obou metod je
k vypoltu pfimého b&hu potreba ~ % N3 vnitfnich cykld. P¥i zpétném
b&hu ~ L N(N — 1) v Gaussové eliminaci. P LU dekompozici jsou
zapotfebi 2 zpétné b&hy, ale pfimy bé&h je nepatrné kratsi, protoze se
neupravuje prava strana, operaci je u Gaussovy eliminace i LU dekompo-
zice stejné. Pro vypolet inverzni matice jsou pracnosti Gauss—Jordanovy
eliminace, Gaussovy eliminace i LU dekompozice stejné.

e Metoda ¥adu < 3.
Byla dokdzéna (Strassen) existence metody, kde potet operaci ~ N°827
(logy 7 ~ 2.807) a tedy roste s dimenzi N matice pomaleji neZ u kla-
sickych metod, kde potet operaci ~ N3, Tato metoda vyZaduje kompli-
kovanou priib&Znou archivaci napocitanych hodnot. Pro malé matice je
tato metoda podstatné pomalejsi nez klasické metody a jeji vyhody se
projevi aZz matice ¥adu N > 1000.

3 Gradientni metody

Linedrni rovnici A% = b Ye¥ime napt¥iklad minimalizaci funkce

f(Z) = 5]AZ — b|%. V kazdém kroku X takové, aby f(Z+ A@) bylo minim4ln.
Tedy

_ —uVf
|AaP
Pro ¥idké matice se slozZitost ndsobeni vektoru matici snizuje z po¢tu operaci
~ N? na podet operaci ~ N.

A

kde Vf(&)=AT(AZ—D)

Pozn. Existuje Yada modernich ¢asto pouZivanych gradientnich metod.
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4 Iteracni metody resSeni soustav linearnich rovnic

4.1 Neékteré typy matic

Matice A typu n X n je diagonalné dominantni, pokud

n
]aii]> Z |aij| VZ:L 2,..., n
J=1,j#i

Symetrickd matice A typu n X n je pozitivné definitni, pokud pro VZ # 0
je skalarni soutin (Z, AZ) > 0.

4.2 Iterac¢ni proces

Z linearni rovnice AZ = b odhadneme vektorem () a dal3i p¥iblizeni
presnému FeSeni vypocteme pomoci predpisu

) Z g 4 o)

Pro ¥eSeni & musi platit
7 =Bi7+ ¢.

Odtud vyplyva 7*+D — 7 = B(7W) — %) = BBy (Z*F Y - 2) = . . ..
Pro konvergenci iteraéniho procesu je tedy nutné a stadi, aby

klim BkBk—l - -BO =0.

lteraéni metody délime na metody staciondrni, které maji matici B konstantni
(B; = B), a na metody nestaciondrni.

4.3 Priklad nestacionarni iteracni metody

Ptikladem nestaciondrni iterani metody je Fizena relaxace. Pro jednodu-
chost ji ukdZeme pro matici A, kterd ma diagonalni &leny jednotkové (a; = 1).
Necht po k-té iteraci je ze slozek rezidua |AZ — b| maximalni i-t4 slozka. Bu-
deme tedy nulovat i-tou slozku rezidua k& + 1-ni iteraci

(k+1) () () (k) (k)

Z; = bz — Ay — s = Q1T — Q1T — - .- T Qip Ty,
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Matice B a vektor ¢, maji tvar

1 0

1 0

By=| —an ... —aji-1 0 —ajp1 ... —aip |, k= b
1 0

1 0

Tato metoda se v8ak nehodi pro vyuZiti na pocitadi, protoZe vyzaduje v kaZzdém
kroku hledani rovnice, kde odchylka od ¥eSeni je maximalni, a to je &asové
naro¢né.

4.4 Stacionarni iteracni metody

Pro v8echna vlastni &isla A matice B (tedy cisla, pro ktera existuje takovy
U, ze plati BU = AU ) musi platit |A| < 1.

Véta Nutnou a postacujici podminkou konvergence metody je podminka, aby

spektralni polomér o(B) byl

o(B) = max |\| <1
i=1,....n
Véta Pokud v nékteré maticové normé plati

Bl <1,

pak iterace konverguje.

Odhad chyby Chceme dosdhnout presnosti ¢ a tedy iterovat, dokud nebude

Vyraz ||z¥) — Z|| Ize odhadnout

17 — @) = [|# — A7U|| = [JATHATY ~ b)|| < AT |ATY b

12



4.5 Prosta iterace

Linearni rovnici A7 = l;pFevedeme na tvar
F=10-A)Z+b,

kde I je jednotkovd matice.
Prosta iterace je tedy dana iteraénim vzorcem

ZH =@ —- Az + b
Ozna¢ime B =1 — A, pak lze pfesnost k-té iterace odhadnout vyrazem

1]

17—z < |B|* FRTE=I
1—|B]

17O +

Metoda prosté iterace se pro systémy linearnich rovnic prakticky nepouziva.

4.6 Jacobiho metoda

Pfredpokladem metody je, Ze matice A ma nenulové diagonalni prvky a;; # 0.

Slozky k + 1 Jacobiho iterace feSeni jsou dany
(k+1) i1 (k) Qi1 (k) Aii+1 (k) _ in

_ (k) i
xi — _—.%'1 e o e 'I"Z'—l - $i+1 T e e . —xn + -
Az A5 A5 Qg A5

Matici A lze zapsat ve tvaru
A=D+L+R,

kde D je diagondlni, L je dolni trojihelnikovd a R horni trojihelnikovou matici
(L a R maji nulovou diagonalu).

Jacobiho iteraci |ze zapsat ve tvaru
7 = DY L+R)ZP + D

Véta Pokud je matice A diagonalné dominantni, pak Jacobiho metoda kon-
verguje.
Diikaz Pro diagonaln& dominantni matici plati

j=1,j#i |aiil

a tedy maximova norma matice |[D (L +R)|| < 1.
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4.7 Gauss—Seidelova metoda

Gauss—Seidelova metoda je podobnad Jacobiho metodé, ale na rozdil od ni

pouziva pfi vypoltu slozek vektoru xEkH) jiz d¥ive vypoltené slozky k + 1
iterace. lterace je dana vztahem

a; Qi @ a; b;

x(k—i—l) il (k+1) ii lxl(k—fl—l) ii+1 (k) in (k) i

: = ——=x — .. = - = ... = —a + —
7 1 — 1+1 n
Az A5 A5 A5 A5

Vztah lze zapsat vektorové
7 = (D +L)"'Rz® + (D+ L)

Véta Pro konvergenci Gauss—Seidelovy metody stadi, kdyz plati libovolna z
nasledujicich dvou podminek:

1. A je diagondlné dominantni matice.

2. Matice A je pozitivn& definitni (symetricka s kladnymi vlastnimi &isly).

4.8 Superrelaxaéni metoda

Gauss—Seidelovy metoda konverguje pro pomérné Sirokou t¥idu matic, ale jeji
(k+1) (k) ,
rozdil

O v e - /7 \&4 - k
konvergence mize byt velmi pomald. Oznacime-li Axg ) = x, =
mezi iteracemi Gauss—Seidelovou metodou, pak je superrelaxaéni metoda dana
vztahem

2D = g0 waZ(-k)

) )

kde relaxa&ni faktor w je z intervalu (0, 2), obvykle w € (1, 2).
Relaxa¢ni faktor slouZi k urychleni konvergence metody a jeho optimalni hod-
notu lze vypocitat ze vztahu

2
Wopt =
T4+ /1 - A(B)

B je iteraéni matice Gauss—Seidelovy metody. Gauss—Seidelova metoda je tedy
specidlnim p¥ipadem superrelaxaéni metody s w = 1.

B=—-(D+L)'R
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5 Hledani vlastnich ¢isel a vektoru
5.1 Uvod

Necht pro &islo A 3% # O takovy, 2e AZ = AZ. Pak A je vlastni &islo a vektor
X je vlastni vektor matice A.

2 typy uloh

1. Uplny problém vlastnich ¢isel — hledani vSech vlastnich &isel matice a pop¥ipadé
| pFislusnych vlastnich vektor(

2. Céstetny problém vlastnich &isel — hledani 1 nebo nékolika vlastnich &isel
(obvykle nejvétsich)

Charakteristicky polynom matice A — determinant det(A — AI).

Pozn. Je-li A matice n x n, je charakteristicky polynom n-tého stupné, a tedy
ma n kofend (mohou byt i vicendsobné). Ke kaZzdému vlastnimu &islu 3 alespoii
1 vlastni vektor. Polet [ linedrné nezavislych (LN) vlastnich vektord je | < k
(k je nasobnost vlastniho &isla).

Pozn. Matice defektni ma < n linedrné nezdvislych vlastnich vektord. P¥iklad

A:(}?), det(A —AI) = (1 —=N)?=0, tedy \jp=1.

Vektor ¥ = ( g ) je jedinym vlastnim vektorem A.

Pozn. Redlnd matice mize mit komplexné sdruZena vlastni ¢&isla a vlastni vek-
tory. Napftiklad

A:(1_11>’ det(A —AI) = (1-A\)?+1=0, tedy A\jo=1%3.

—1 7

: - 1 . 1
Vlastni vektory jsou 1 = ( ) a Ty = ( . )

Normalni matice A je takovia, Ze ATA = AAT. Normalni matice ¥adu n
ma n LN vlastnich vektorda.
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Pozn. Symetricka matice (A = AT) ma v8echna vlastni &isla redlna.
Pozn. Trojuhelnikové matice maji v8echna vlastni ¢isla na diagondle.

Véta Podobné matice A a P~ AP maji stejna vlastni &isla (stejné spektrum).
Odvozeni

det(P'AP — MXI) = det[P (A — A\I)P] = det(P ') det(A — \I) -
det(P) = det(A — AI)

Pokud je vektor & vlastnim vektorem matice A, pak vektor P~1% je vlastnim
vektorem matice P~1AP.

Véta Ke kazda matici 3 ji podobna matice v Jordanové normdalnim tvaru

0 .. 0 AX0O0 ...0
0 3 0 1 A0 0
J=|. 7 ] kde J=|012x 0
00 000 ... A

Pozn. Pro ¥V normalni matici 3 podobnd matice diagondlni.

Pozn. Neexistuje finitni postup jak provést transformaci matice na Jordaniv
normalni tvar.

Numerické metody reseni tiplného problému vlastnich cisel

1. Sekvence elementarnich transformaci — na pf¥iblizné diagonalni tvar
(p¥ip. Jordanlv normdlni tvar) nebo p¥iblizn& specidlni typ (nap¥. tridi-
agonalni nebo Hessenbergova matice).

2. RozloZime matici A na soudin dvou matic A = F - Fr. Matice A =
FrF je podobnd matici A.
Odvozeni FrF = F;'F FRF = F;'AF .
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5.2 Jacobiho transformace (metoda)

Jacobiho metoda nalezne V vlastni ¢&isla a vektory symetrické matice. Cilem
je postupné zmen3ovat ¢isla mimo diagonalu.

V kazdém kroku nalezneme v absolutni hodnoté maximalni &islo mimo dia-
gonalu |a,,| = max|a;;|. Pooto&ime osy p, g tak, aby se matice [a,, apq; Qgp gq)
1,§<1

transformovala na diagonalni.

Jeden (k-ty) krok iterace Jacobiho metodou ma tvar
- 0

0 1
V této matici plati ¢ = cosp a s = sin . Po k-té iterace je prvek matice

)= = s sl =l )

Aby se prvek a]()’fj) = 0, Uhel ¢ musi spliovat vztah

tg2¢ = 20pg
(pp — Gqq

Dukaz konvergence P¥i posloupnosti Jacobiho transformaci nejsou 0 mimo

diagonalu trvalé. Dikaz konvergence je zaloZen na konvergenci sumy mimodi-

agonalnich prvki k 0.

v . 2
Oznatme t(A) = > aj;. Pak
i,j=15i#j

tAW) =t(APy —2¢2 v al >

Tedy

Posloupnost je tedy shora odhadnuta geometrickou posloupnosti s kvocientem
< 1.
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5.3 LU rozklad pro uplny problém vlastnich cisel

Tato metoda konverguje velmi pomalu, na vypodet je tfeba velky polet operaci.

Matice A je O-tym krokem iterace, tj. Ay = A. V k-tém kroku rozloZzime
matici A, = L;Ug. Vytvofime matici Ax1 = UiLg, ta je podobnd matici
A,

Pokud posloupnost By, = LgL; ...L; — k reguldrni matici = matice A; —
k horni trojuhelnikové matici, kterd ma na diagonale vlastni &isla.

Existuji ale specidlni rozklady matic vhodné pro hledani vlastnich &isel a vek-
tord. Pro tyto rozklady konverguje obdobny postup rychle.

5.4 Césteény problém vlastnich éisel

Hleddme vlastni &islo nejvétsi v absolutni hodnoté.
Zvolime libovolny vektor (V). A déle potitdme iterace

1
kD) — —Az® | kde g, =efAZ® (prp.  op = |AZW)
Ok

Pak plati

lim g, =N VvV lim 7% =7
k—oo

k—oo

Pokud chceme dal3i vlastni &islo, redukujeme matici na ¥ad (n—1). Je-li vektor
7 = (u1,...,u,)T, plati

. U9 1 0 1 o )\1 CTT
P=| " .| PAP_(ﬁB.
u, 0 ... 1

dale hleddme maximalni vlastni &islo matice B.
Pozn. Nevyhodou je postupnd ztrata presnosti.

Pozn. Pro vypocet nejmensiho vlastniho &isla lze nalézt nejvétsi vlastni &islo
matice A~!. Pro hledanf vlastniho &isla v ur&ité oblasti Ize provést posun, nebot
(A + pu)Z = (N + p)7.
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