
Hledáńı extrémů funkćı

1 Úvod

Kapitola je rozdělena na následuj́ıćı části

1. Extrémy funkce jedné proměnné

2. Extrémy funkce v́ıce proměnných

3. Kombinatorická minimalizace

4. Úloha lineárńıho programováńı

1.1 Přesnost hledáńı extrémů

Obecně nelze extrémy hledat s tak vysokou p̌resnost́ı jako ťreba řešeńı rovnic.

Př́ıčinu ukážeme na p̌ŕıkladu minima funkce jedné proměnné. V okoĺı minima
lze danou funkci dob̌re aproximovat Taylorovým rozvojem

f(x) = f(xm) + 0 +
1

2
f ′′(xm)(x− xm)

2 + . . . .

Relativńı vzdálenost bodu x od skutečného minima xm je

|x− xm|
|xm|

=

√
√
√
√
√
|f(x)− f(xm)|

|f(xm)|

√
√
√
√
√

2

x2
m

|f(xm)|
|f ′′(xm)|

.

Jestliže je funkce f stanovena s relativńı p̌resnost́ı ε, pak odchylka nalezeného
x od skutečného minima xm je εx ∼

√
ε. Pokud lze považovat

2

x2
m

∣
∣
∣
∣
∣
∣

f(xm)

f ′′(xm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
≈ 1 ,

je p̌ri jednoduché p̌resnosti chyba určeńı extrému εx ≈ 3.5 × 10−4 a p̌ri

dvojnásobné p̌resnosti je to εx ≈ 1.5× 10−8.
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2 Hledáńı extrémů funkce jedné proměnné

V 1 proměnné polohu minima nejďŕıve ohranič́ıme, a pak budeme hledat bud’

bez použit́ı nebo s použit́ım derivace.

Pozn. Pokud nebude řečeno jinak, budeme hledat minimum.

Ohraničeńı extrému – Pro ohraničeńı extrému muśıme znát hodnoty funkce
ve 3 bodech.

Necht’

a < b < c ∧ f(a) > f(b) < f(c) ,

pak ∃ minimum funkce ∈ (a, b).

2.1 Metoda zlatého řezu

K ohraničeńı minima jsou poťrebné 3 body a < b < c, ke zúžeńı intervalu
ohraničuj́ıćıho kořen poťrebujeme 4. bod x. Označme

W =
b− a

c− a
, Z =

x− b

c− a

0 W W + Z 1

Obrázek 1: Rozděleńı intervalu při hledáńı extrému metodou zlatého řezu

Pokud f(x) ≥ f(c), minimum ∈ (a, x) o délce W + Z z p̊uvodńıho, p̌ri

f(x) ≤ f(c) minimum ∈ (b, c) o délce 1 −W z p̊uvodńıho. Chceme zužovat
interval rovnoměrně, tedyW+Z = 1−W . Dále chceme, aby zužováńı intervalu

mohlo dále rovnoměrně pokračovat, tedy chceme, aby bod Z dělil interval
(W, 1) stejně jako bod W dělil interval (0, 1)

Z

1−W
= W ⇒ W =

3−
√
5

2
= 0.38197 .

Toto č́ıslo se nazývá zlatý řez. Plat́ı, že chyba εi+1 určeńı minima v i + 1

iteraci je

εi+1 = (1−W ) · εi .

Jde tedy o lineárńı metodu.
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2.2 Parabolická interpolace

Předpokládejme, že minimum je ohraničené a < b < c a f(a) > f(b) < f(c).

Označme δx = x − b, pak v okoĺı b lze psát f(x) ≈ α(δx)2 + β(δx) + γ. V
minimu je nulová derivace

0 =
df

dx
≈ α(δx) + β ⇒ δx = − β

2α
.

Nyńı odvod́ıme hodnoty α, β pomoćı interpolace Lagrangeovým kvadratickým

polynomem. Definujeme-li X = x− b, A = a− b a C = c− b, lze zapsat

f(x) ≈ X(X − C)

A(A− C)
f(A) +

X(X − A)

C(C − A)
f(C) +

(x−A)(x− C)

AC
f(B) .

Potom jsou α a β dány vztahy

α =
−A(f(B)− f(C)) + C(f(B)− f(A))

AC(C −A)

β =
A2(f(B)− f(C))− C2(f(C)− f(A))

AC(C −A)
.

Odhadem minima je tedy x dané vztahem

x = b− 1

2

(b− a)2[f(b)− f(c)]− (b− c)2[f(b)− f(a)]

(b− a)[f(b)− f(c)]− (b− c)[f(b)− f(a)]
.

Tato metoda, pokud neńı doplněna sledováńım ohraničeńı minima, může selhat
- nemuśı konvergovat nebo může nalézt maximum ḿısto minima.

Je to kvadratická metoda → může být neefektivńı daleko od minima ⇒
přeṕınáńı mezi parabolickou interpolaćı a metodou zlatého řezu.

Pozn. Autorem algoritmu p̌reṕınáńı R. P. Brent. Nutné je sofistikované uchováváńı

mezivýsledk̊u (bookkeeping).

2.3 Hledáńı extrémů funkce jedné proměnné s užit́ım derivace

Existuj́ı metody vysokých řád̊u, ovšem urychleńı může p̌rinášet problémy.
Často se použ́ıvá se kombinace metody p̊uleńı interval̊u a reguly falsi pro deri-
vaci od R. P. Brenta.
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3 Hledáńı extrémů funkce v́ıce proměnných

Pozn. Hledáńı extrému funkce f(~x) nep̌revád́ıme na řešeńı systému rovnic
∂f/∂xi = 0, pokud nevznikne systém lineárńıch rovnic. Úloha hledáńı extrému

je totiž jednoduš̌śı, máme zde strategii sledováńı úbytku (r̊ustu) funkce f(~x).

3.1 Simplexová metoda (amoeba)

Simplexová metoda1 využ́ıvá (N + 1)-simplex v N -dimenzionálńım prostoru.
(N +1)-simplex je tvořen N +1 body P0, . . . , PN . Vektory ~pi = ~Pi− ~P0 i =

1, . . . , N tvoř́ı bázi N -dimenzionálńıho vektorového prostoru.

V simplexové metodě se simplex posunuje tak, aby ohraničil minimum a pak
se zmenšuje, dokud neńı minimum známo s dostatečnou p̌resnost́ı.

❝

s minimum

zmenšeńı v jednom směru

❝

zmenšeńı ve všech směrech k minimu

s minimum

s

❝

minimum

maximum

reflexe

❝

s

minimum

maximum

reflexe se zvětšeńım

Obrázek 2: Transformace simplexu v simplexové metodě

3.2 Metoda konjugovaných směr̊u

Minimum bychom mohli hledat tak, že bychom je opakovaně hledali postupně

v N pevných směrech, tvoř́ıćıch bázi prostoru (nap̌r. ve směrech standardńı
báze). Tento postup může být neefektivńı. V p̌ŕıpadě dlouhých úzkých údoĺı

vede k posloupnosti velmi malých krok̊u a tedy k velmi pomalé konvergenci k

1Neplést se simplexovou metodou u lineárńı optimalizace.
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minimu.

→ Poťreba lepš́ı volby směr̊u. Chceme volit následuj́ıćı směr tak, abychom
neporušili minimum v p̌redchoźım ⇒ konjugované směry
Pro kvadratickou formu pak źıskáme minimum po N kroćıch.

Funkci f(~x) lze v okoĺı bodu ~P rozvinout do Taylorovy řady ( ~δx = ~x− ~P )

f(~x) = f( ~P ) +
∑ ∂f

∂xi

∣
∣
∣
∣
∣
~P

δxi

︸ ︷︷ ︸

−~b

+
1

2

∑

ij

∂2f

∂xi∂xj

∣
∣
∣
∣
∣
∣~P

︸ ︷︷ ︸

Aij

δxiδxj + . . .

Zde −~b je gradient v bodě ~P a Aij jsou prvky Hessovy matice.
Zachováme-li pouze členy do 2. řádu, pak pro gradient funkce f(x) plat́ı

∇f(x) = A ~δx−~b a δ(∇f) = A( ~δx) .

Když minimalizace ve směru ~v nemá poškodit minimum ve směru ~u, muśı platit

~uTδ(∇f) = 0 ⇒ ~uTA~v = 0

Vektory ~u a ~v určuj́ı konjugované směry.

Následuj́ıćı metodu konjugovaných směr̊u navrhl roku 1964 Powell. V prvńım

kroku voĺıme směry ~ui = ~ei, kde i = 1, . . . , N . Jako daľśı směr voĺıme
~pN = ~PN − ~P0, tedy směr ke kterému vedlo N minimalizaćı ve směru. Z

p̊uvodńı báze směr̊u 1. směr vynecháme.

Tato metoda je kvadraticky konvergentńı, pro kvadratickou formu minimali-
zace ve směru ~pN najde minimum.

Navržená metoda může ovšem vést ke vzniku lineárńı závislosti souboru N
vektor̊u směr̊u minimalizace.
Jsou následuj́ıćı možnosti odstraněńı tohoto problému

1. Reinstalujeme směry ~ui po každém N i N + 1 iteraćıch.

2. Brentova metoda - dokalkuluje směry sofistikovanými postupy,

3. Vynecháme směr, kde došlo k maximálńımu poklesu. Ten dal maximálńı
p̌ŕıspěvek k PN −P0 ⇒ lineárńı nezávislost směr̊u se zachovává, metoda

ale ztráćı kvadratickou konvergenci.
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3.3 Metoda konjugovaných gradient̊u

Gradient je směr nejvěťśıho poklesu, proto pokud můžeme poč́ıtat parciálńı

derivace, minimalizaćı ve směru gradientu ušeťŕıme N krok̊u. Najdeme-li v
daném směru minimum, je daľśı gradient kolmý k p̊uvodńımu.

Metoda nejvěťśıho spádu může ḿıt tedy podobný nedostatek jako metoda
pevných směr̊u → velké množstv́ı malých krok̊u pro úzká dlouhá údoĺı. ⇒
poťreba lepš́ı volby směr̊u – konjugované gradienty

Pozn. Metoda využ́ıvá 1. parciálńıch derivaćı funkce f(~x), nepouž́ıvá ale 2.
parciálńı derivace.

Funkci vyjáďŕıme ve tvaru

f(~x) ≈ c−~bT ~δx+
1

2
~δx

T
A ~δx

Najdeme-li Pi+1 minimalizaćı ve směru −∇f(Pi), pak je ∇f(Pi+1)⊥∇f(Pi).

Chceme směr ~ui+1 takový, že ~uiA~ui+1 = 0.

Necht’ A je symetrická a pozitivně definitńı v okoĺı minima. Necht’ ~gi, ~hi jsou
posloupnosti vektor̊u takové, že

~gi+1 = ~gi − λiA~hi a ~hi+1 = ~gi+1 + γi~hi ,

kde

λi =
~gi~gi

~giA~hi

a γi = −~gi+1A~hi

~hiA~hi

.

Pak plat́ı

~gi~gj = 0 a ~hiA~hj = 0 .

Pro kvadratickou formu lze γi a λi spoč́ıtat i bez znalosti Hessovy matice A

následovně

γi =
~gi+1~gi+1

~gi~gi
︸ ︷︷ ︸

Fletcher−Reevesova metoda

=
(~gi+1 − ~gi)~gi+1

~gi~gi
︸ ︷︷ ︸

Polak−Ribierova metoda

, λi =
~gi~hi

~hiA~hi

Pro kvadratickou formu neńı rozd́ıl mezi oběma zp̊usoby stanoveńı γi, obecně

je věťsinou výhodněǰśı Polak-Ribierova metoda.

Při hledáńı minima budou vektory ~gi = −∇f(Pi) označovat směr nejvěťśıho
spádu a vektory ~hi směry hledáńı minima ve směru - bodu Pi.
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Postup hledáńı minima metodou konjugovaných gradient̊u:

1. Počátečńı odhad je P0, ~g0 = −∇f(P0) a ~h0 = ~g0.

2. Minimalizaćı ve směru ~h0 źıskáme P1.

3. Známe P1 a vypočteme ~g1 = −∇f(P1).

4. Vypočteme

γ0 =
~g1~g1
~g0~g0

nebo γ0 =
(~g1 − ~g0)~g1

~g0~g0

Prvńı zp̊usob výpočtu γ0 je Fletcher–Reevesova metoda, druhý je Polak–

Ribierova metoda.

5. Vypočteme

~h1 = ~g1 + γ0~h0

6. Minimalizaćı ve směru ~h1 źıskáme bod P2.

7. Opakujeme 3,4,5,6, dokud neńı minimum nalezeno s dostatečnou p̌resnost́ı.

Pozn. Z metod, které využ́ıvaj́ı gradient a nepoč́ıtaj́ı 2. parciálńı derivace,

se často použ́ıvaj́ı metody ”proměnné metriky”(BFGS – Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno nebo DFP – Davidon-Fletcher-Powell). Tyto metody jsou

založeny na postupné aproximaci inverzńı Hessovy matice.

3.4 Gauss–Newtonova metoda

Metoda využ́ıvá 2. parciálńıch derivaćı, proto je vhodná tam, kde je uḿıme
snadno spoč́ıtat.

Označ́ıme δxi = xi − Pi. Nahrad́ıme funkci f(~x) v okoĺı bodu ~P jej́ım Taylo-

rovým rozvojem

f(~x) = f( ~P ) +
∑

i

∂f

∂xi

∣
∣
∣
∣
∣~P

δxi +
1

2

∑

ij

∂2f

∂xi∂xj

∣
∣
∣
∣
∣
∣~P

δxiδxj + . . .

Ponecháme jen členy do 2. řádu včetně a gradient funkce f(~x) vypočteme

(

∇f |~P
)

i
≈ ∂f

∂xi

∣
∣
∣
∣
∣~P

+
∂2f

∂xi∂xj

∣
∣
∣
∣
∣
∣~P

︸ ︷︷ ︸

A

δxj
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V minimu jsou ∀ 1. parciálńı derivace nulové a odtud dostáváme pro ~δx systém

lineárńıch rovnic

A ~δx = − ∇f |~P
Je to kvadratická metoda, která může ḿıt problémy daleko od minima.

3.5 Levenberg–Marquardtova metoda

Využ́ıvá opět explicitńı výpočet Hessovy matice. Jde o kombinaci Gauss–Newtonovy

metody s metodou nejvěťśıho spádu tak, aby byly eliminovány možné problémy
Gauss-Newtonovy metody daleko od extrému.

Pro Gauss–Newtonovu metodu plat́ı

A ~δx = − ∇f |~x(k)

V Levenberg–Marquardtově metodě nahrad́ıme matici A matićı A′

A′ =







a′jj = ajj(1 + λ)

a′ij = aij i 6= j

Pokud λ → 0 dostáváme Gauss–Newtonovu metodu a pro λ → ∞ dostáváme

malý krok ve směru spádu. Postup vypadá takto:

1. Stanov́ıme vektor ~x(0) a hodnotu f(~x(0)).

2. Udáme hodnotu λ, nap̌ŕıklad λ = 0.001, pro k = 0.

3. Spočteme δ~x pomoćı vztahu A′δ~x = − ∇f |~x(k).

4. Vypočteme hodnotu ~xp = ~x(k) + δ~x a hodnotu funkce f(~xp).

5. (a) Pokud f(~xp) ≥ f(~x(k)) – krok zaḿıtneme → λ := 10λ.

(b) je f(~xp) < f(~x(k)) – krok p̌rijmeme ~x(k+1) = ~xp a λ := 0.1λ a

k := k + 1. Dále cyklus opakujeme od ťret́ıho kroku.

Levenberg–Marquardtova metoda se často už́ıvá u nelineárńı regrese. Zde mi-

nimalizujeme χ2 =
N∑

i=1
[yi − y(xi,~a)]

2/σ2
i vzhledem k ~a. Pak

∂2χ2

∂ak ∂al
= 2

N∑

i=1

1

σ2
i




∂y(xi,~a)

∂ak

∂y(xi,~a)

∂al
− (yi − y(xi,~a))

∂2y

∂ak∂al





Část sumy, kde se vyskytuj́ı druhé parciálńı derivace y, lze zanedbat, pro řešeńı
stač́ı vypoč́ıtat matici A p̌ribližně. Dokonce je to lepš́ı z hlediska numerické

stability.
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4 Kombinatorická minimalizace

Ćılem je nalézt globálńı minimum ve velké diskrétńı množině, kde může být
mnoho lokálńıch minim.

Př́ıkladem uvedeného typu úlohy je úloha obchodńıho cestuj́ıćıho.
Ćılem je naj́ıt nejkraťśı cestu, kterou cestuj́ıćı projede všechny uzly a vrát́ı se
zpět do výchoźıho bodu. Možnost́ı je sice konečný počet, ale p̌ŕılǐs mnoho

na to, abychom je všechny vyzkoušeli. Nap̌r. pro 20 mezilehlých uzl̊u máme
N !
2
= 20!

2
≈ 1018 možnost́ı.

Použ́ıvá se Metropolis̊uv algoritmus (simulované ž́ıháńı). Postup má následuj́ıćı
kroky:

1. Popis možných konfiguraćı.

2. Generátor náhodných změn konfigurace.

3. Hledáme minimum funkce E ≡ L =
N+1∑

i=0

√

(xi − xi+1)2 + (yi − yi+1)2 +

λ(µi − µi+1)
2 (posledńı člen je nap̌ŕıklad pokuta za p̌rekročeńı hranice -

pokud λ > 0 chceme omezit p̌rekračováńı hranice, λ < 0 výhodné pro
pašeráka).

4. Rychlost ochlazováńı. Na počátku provád́ıme i změny konfiguraćı, p̌ri
nichž E poněkud vzroste, abychom se dostali z okoĺı lokálńıch minim.
Změnu konfigurace provedeme, pokud ∆E < Tn > 0 a pro n → ∞
snižujeme Tn → 0.

Elementárńı změny konfiguraćı pro úlohu obchodńıho cestuj́ıćıho:

1. Při reversi z p̊uvodńıho pořad́ı i−1, i, i+1, . . . , j−1, j, j+1 p̌rekloṕıme

úsek i . . . j a dostaneme i− 1, j, j − 1, . . . , i+ 1, i, j + 1.

2. Při transportu p̌resuneme z p̊uvodńı posloupnosti i−1, i, i+1, . . . , j−
1, j, j + 1, . . . , k − 1, k, k + 1, . . . úsek j + 1 . . . k p̌red i a dostaneme
i− 1, j + 1, . . . , k − 1, k, i, i+ 1, . . . , j − 1, j, k + 1
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5 Lineárńı programováńı (simplexová metoda)

Hledáme maximum účinkové funkce z = a01x1+a02x2+. . .+a0NxN . Máme za-
danýchN primárńıch podḿınek x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . ., xN ≥ 0 aM dodatečných

podḿınek, z toho m1 podḿınek 1.druhu (<), m2 podḿınek 2.druhu (>) a m3

podḿınek 3.druhu (=), M = m1 +m2 +m3.

Dodatečné podḿınky jsou zadány následovně:

ai1x1 + ai2x2 + . . .+ aiNxN ≤ bi ≥ 0 i = 1, . . . , m1

ai1x1 + ai2x2 + . . .+ aiNxN ≥ bj ≥ 0 j = m1 + 1, . . . , m1 +m2

ak1x1 + ak2x2 + . . .+ akNxN = bk ≥ 0 k = m1 +m2 + 1, . . . ,M

Z množiny možných vektor̊u (vyhovuj́ıćıch ∀ podḿınkám) vyb́ıráme
optimálńı možný vektor.

Úloha nemuśı ḿıt řešeńı

1. Nemuśı existovat žádný možný vektor.

2. Nebo ¬∃ maximum z, účinek z roste v nějakém směru, ve kterém je

množina možných vektor̊u otev̌rena (do ∞).

Množina možných vektor̊u je simplex v N −m3-rozměrném prostoru. Množinu
vrchol̊u simplexu nazýváme vertex.

Věta Jestliže existuje optimálńı možný vektor, pak existuje vrchol simplexu,

který je optimálńı.

Pozn. Pokud počet primárńıch podḿınek N je věťśı než počet dodatečných
podḿınek M , pak každý vrchol simplexu má alespoň N −M soǔradnic = 0.

Počet vrchol̊u – prvk̊u vertexu V je



M +N

N



 =




M +N

M



 .

Normálńı forma úlohy lineárńıho programováńı nemá žádné podḿınky s ne-

rovnost́ı, tedy m1 = m2 = 0.
Omezená normálńı formamá dodatečné podḿınky tvaru xi = b̃i+ãijxj ≥
0, p̌ričemž xi je jen v jediné podḿınce (levostranná proměnná).
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5.1 Řešeńı omezené normálńı formy - př́ıklad

Hledáme maximum účinkové funkce z, úloha je zadána následovně

z = 2x2 − 4x3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0

x1 = 2− 6x2 + x3

x4 = 8 + 3x2 − 4x3

Nyńı sestav́ıme proměnné do tabulky, x1, x4 jsou levostranné proměnné a x2, x3

pravostranné.

x2 x3

z 0 2 -4

x1 2 -6 1

x4 8 3 -4

Kdyby z mělo všechny koeficienty u pravostranných proměnných menš́ı nebo

rovné nule, byla by úloha již vy̌rešená. Kladné koeficienty u pravostranných
proměnných v z je ťreba odstranit. Vybereme tu pravostrannou proměnnou

(sloupec), která má u z maximálńı kladný koeficient. Pro tuto proměnnou
vybereme hlavńı prvek - podḿınku (̌rádek), která maximálně omezuje rozsah

proměnné a z této podḿınky proměnnou vyjáďŕıme, zde

x2 =
1

3
− x1

6
+

x3

6
.

Potom tedy máme tabulku:

x1 x3

z 2/3 −1/3 −11/3

x2 1/3 −1/6 1/6
x4 9 −1/2 −7/2

Maximum z je tedy p̌ri x1 = x3 = 0, zm = 2/3, x2 = 1/3 a x4 = 9.
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Algoritmus řešeńı lze tedy shrnout

1. Najdeme hlavńı sloupec a hlavńı element.

2. Uschováme hlavńı sloupec.

3. U řádk̊u mimo hlavńıho vytvoř́ıme takovou kombinaci s hlavńım řádkem,
aby v hlavńım sloupci vznikla nula.

4. Děĺıme hlavńı řádek (−1)∗ hlavńı element.

5. Zaměńıme hlavńı element za jeho p̌revrácenou hodnotu.

6. Zbytek člen̊u hlavńıho sloupce vždy vyděĺıme hodnotou hlavńıho elementu.

5.2 Převedeńı obecné formy na omezenou normálńı

Převedeńı ukážeme na p̌ŕıkladu

z = x1 + x2 + 3x3 − x4

x1 + 2x3 ≤ 740 (1)

2x2 − 7x4 ≤ 0 (2)

3x2 − x3 + 2x4 ≥ 8 (3)

x1 + x2 + x3 + x4 = 9 (4)

Zavedeme pomocné proměnné y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0 a tak podḿınky s
nerovnostmi p̌revedeme na rovnosti

x1 + 2x3 + y1 = 740 (1)

2x2 − 7x4 + y2 = 0 (2)

3x2 − x3 + 2x4 − y3 = 8 (3)

a dále nám z̊ustává

x1 + x2 + x3 + x4 = 9 (4)

Prvńı a druhá rovnice jsou v omezené normálńı formě, pro ťret́ı a čtvrtou

zavedeme pomocné proměnné z3, z4

z3 = 8− 3x2 + x3 − 2x4 + y3 = 0

z4 = 9− x1 − x2 − x3 − x4 = 0

Protože z3, z4 jsou nulové, zavedeme dodatečnou účinkovou funkci

z′ = −z3 − z4, která má maximum pro z3 = z4 = 0.
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Sestav́ıme tabulku pro normálńı formu

x1 x2 x3 x4 y3

z 0 1 1 3 −1/2 0

y1 740 -1 0 -2 0 0
y2 0 0 -2 0 7 0

z3 8 0 -3 1 -2 1
z4 9 -1 -1 -1 -1 0

z′ −17 1 4 0 3 -1

Vybereme hlavńı element ze sloupce x2, na ťret́ım řádku je x2m = 8/3,
na čtvrtém x2m = 9, ale na druhém x2m = 0. Z druhého řádku máme

x2 = −1/2 y2 + 7/2 x4. Kdybychom vzali hlavńı prvek ze 3. řádku, bylo by
po úpravě na 2. řádku y2 = −16/3 + 2z3/3− 2x3/3 + 25x4/3− 2y3/3. To je
ovšem chybně, konstanta nesḿı být záporná (−16/3). Po úpravě má tabulka

tvar

x1 y2 x3 x4 y3

z 0 1 −1/2 3 3 0

y1 740 -1 0 -2 0 0

x2 0 0 −1/2 0 7/2 0
z3 8 0 3/2 1 −25/2 1

z4 9 -1 1/2 -1 −9/2 0

z′ -17 1 -2 0 17 -1

Hlavńı sloupec je pod x4, hlavńı element (−25/2) je v řádku u z3, odtud
vyjáďŕıme

x4 =
16

25
+

3

25
y2 +

2

25
x3 −

2

25
z3 +

2

25
y3

a dostaneme tabulku

x1 y2 x3 z3 y3

z 48/25 1 −7/50 81/25 −6/25 6/25

y1 740 -1 0 -2 0 0

x2 56/25 0 −2/25 7/25 −7/25 7/25
x4 16/25 0 3/25 2/25 −2/25 2/25

z4 153/25 -1 −1/25 −34/25 9/25 −9/25

z′ −153/25 1 1/25 34/25 −34/25 9/25
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Nyńı ze sloupce x3 z řádku u z4 dostaneme

x3 =
9

2
− 25

34
x1 −

1

34
y2 −

25

34
z4 +

9

34
z3 −

9

34
y3

a nová tabulka má tvar

x1 y2 z4 z3 y3

z 33/2 -1.38235 -0.23529 -2.38235 0.61765 -0.61765

y1 731 0.47059 0.05882 1.47059 -0.52941 0.52941

x2 7/2 -0.20588 -0.08824 -0.20588 -0.20588 0.20588
x4 1 -0.05882 0.11765 -0.05882 -0.05882 0.05882

x3 9/2 -0.73529 -0.02941 -0.73529 0.26471 -0.26471

z′ 0 0 0 -1 -1 0

Jakmile dostaneme všechna zi na pravou stranu, můžeme je vynechat, pomocná
účinková funkce z′ je maximalizována a vynecháme ji. Úloha je p̌revedena na

omezenou normálńı formu.
V našem p̌ŕıpadě jsou už u ∀ skutečných pravostranných proměnných (x1, y2,
y3) koeficienty u účinkové funkce z záporné a úloha je tedy vy̌rešena

x1 = y2 = y3 = 0 , x2 =
7

2
= 3.5 ,

x3 =
9

2
= 4.5 , x4 = 1

zmax =
33

2
= 16.5 , y1 = 731 .

Degenerovaný možný vektor – stejně velké omezeńı ve v́ıce řádćıch →
v́ıce možných hlavńıch prvk̊u. Potom se p̌ri výběru rozhodujeme podle daľśıch
sloupc̊u.
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