Numerické metody linearni algebry

1 Uvod

1.1 Ulohy linearni algebry
1. Reseni soustav linearnich rovnic A = b
e ReSeni soustavy s regularni ¢tvercovou matici A ¥adu nxn pro jednu
nebo vice pravych stran
e V/ypolet inverzni matice A~}
e Vypoclet determinantu

e Reseni soustav n rovnic o m nezndmych a singularnich nxn soustav
v n&jakém definovaném smyslu (1 YeSeni + baze nulprostoru, ¥eSeni
s nejmensi normou, Fedeni ve smyslu nejmensich Etverci)

2. Hledani vlastnich &isel a vlastnich vektoru

° Uplny problém vlastnich isel
o Cistetny problém vlastnich &isel
Standardni numerické knihovny - LINPACK (specidlni pro ¥eeni soustav linedrnich

rovnic), EISPACK (specidlni pro vlastni &isla a vektory), NAG (obecnd), IMSL
(obecnd)



1.2 Neékteré zakladni pojmy a oznaceni

Vektorem zde budeme rozumét sloupcovy vektor, horniindex 7" oznaduje transpono-
vany vektor (nebo matici), matici ozna¢ujeme tu¢nym pismem

X1 aip a2 ... Qaim

. xT9 T o1 Q22 ... A9,

T = . - (xla X2, 7'1'71) ) A = . . . . (alj)
L, ap1 Qp2 ... Apm

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme uvaZovat redlné matice a vektory.

Mirou velikosti vektor(i a matic je jejich vektorova norma.
Vektorovd norma musi splnit 3 podminky

a) [|Z]| >0 a |7 =0 =0,

b) [IAZ]| = |A[||Z

c) 17+ gl < 2] + ll7l]

Pt¥iklady vektorovych norem:

e maximova: ||z||; = max |z
o

=1l,..

n
e souttovd: ||z||;r = Z 2]
i—1

e Eukleidovska: ||z||;rr =

Maticovd norma
Vektorovad norma matice se nazyvd maticovou normou, pokud navic plati pro

viechny matice A, B podminka d) pro soutin matic

[A- B[ < [[A] - [|BI].
Maticova norma je souhlasnd s vektorovou normou, pokud V A, & plati

[AZ]| < [[A]l - [|Z]



P¥iklady maticovych norem:

n
o Yadkova: [|Al; = max Y |ayl
=1,...,n O
n
e sloupcova: |[[A||;; = max Z|aij‘
1=1,...n P

Kazd4 z uvedenych maticovych norem je souhlasna se stejné oznaenou vek-

torovou normou.

1.3 Metody reSeni soustav linearnich rovnic
1. p¥imé (finitni)
2. iteracéni

3. gradientni



2 Primé metody reseni soustav linearnich rovnic

P¥imé metody YeSeni spocivaji v dpravé matice na trojuhelnikovy (p¥ipadné
diagonalni) tvar (primy béh) a potom F¥eSenim soustavy s horni trojihelnikovou
matici U nebo dolni trojihelnikovou matici L (zpétny beh). Zpétny b&h je
podstatné rychlejsi nez primy.

2.1 Reseni soustav s trojuhelnikovou matici

Rovnice s horni trojlihelnikovou matici U se ¥esi postupnym provadénim vzorce
ve sméru klesajiciho indexu £

1 n
T — — bk; — Z uijj
Uk “
7j=k+1
K vypottu libovolného zy je t¥eba nejvySe n vnitinich cykld (1 nasobeni + 1

s¢itani), potet operaci roste tedy ~ n? (pfesn&ji ~ 0.5n? vnitnich cykld).

2.2 (Gaussova a Gauss-Jordanova eliminace

Re¥im soustavu rovnic AZ = b. V prvnim kroku necht prvek ai; # 0 (¢ehoz
Ize vZdy dosdhnout p¥ehozenim rovnic). Prvek aq1, pouZity k dprav& rovnic
2,...,n nazveme hlavnim prvkem (pivot).

Od i-té rovnice odeéteme 1. rovnici nasobenou multiplikatorem ml(-l) = —aj1/a.
Modifikovana soustava bude mit v 1.sloupci pod diagondlou samé 0. Uprava

provadéna soulasné s pravou stranou odpovida nasobeni rovnice matici

1 0 ... 0
—CL21/CL11 1 ... 0

D, =
—CLnl/CLH 0 ... 1

Rovnice po prvni Gpravé ma tvar D1 A7 = Db. Oznatime AV = D;A  a
g(l) = Dlg



Po k — 1 Gpravach ma matice A* 1) tvar

(@ an o age Ak A
1 1 1 1
0 a;; . ag,])f_l a;k) . a;n)
(k—2) (k—2) (k—2)
NG 0 0 oy a g p_1m
=1 (k1) (k1)
o I({:lfq) 5%711)
0 0 ... 0 Aot 1.k Up+1n
\ 0o 0 ... 0 aiﬁf_l) e aﬁfj;” )

Zde horni index zna&i pocet Uprav daného prvku.

Pokud a,Eifl) = 0, Ize ho zvolit za hlavni prvek, spocitat multiplikatory mF)

1

k—1 k—1 . . Y v 7 .
—az(.k, )/a,ik, ) proi=Fk-+1,..., n a upravit pfislusné rovnice.

V k-tém kroku Upravy pouzivdm jako hlavni prvek prvek k& — 1-krat upraveny
(odectitani!) hlavni prvek — ztrata p¥esnosti = vybér hlavniho prvku.

Bez vybéru hlavniho prvku jsou pfimé metody nepouZitelné pro obecné matice!

Pocet operaci

Na kazdou nulu < n vniténich cyklid, potfebuji vynulovat %n(n — 1) prvkd.
Celkovy potet vnit¥nich cykli ~ n?® (p¥fesn&ji ~ 1/3 n?), sloZitost algoritmu je
¥adu n3.

Gauss-Jordanova eliminace

Upravuji se v8echny prvky mimo diagonalu. Matice se prevede na jednotkovou
I. P¥imo spo&tu inverzni matici A~1. Vy&&i potet operaci ~ n? vnit¥nich cykli.



2.3 Vybér hlavniho prvku (pivoting)

V kazdém kroku p¥imého bé&hu vybirdme hlavni prvek. Z moznych prvki vy-
bereme nejvétsi v absolutni hodnot&. Malé &islo vzniklo pravdépodobné odeditanim
pfi Upravach, je tedy pravdépodobné zatizeno velkou relativni chybou a proto
neni jako pivot vhodné.

e Uplny vybér hlavniho prvku: v celé dosud neupravené ¢asti matice hledame
max |a;;|. Pomaly.

o Cdstecnsj vybér hlavniho prvku: v daném sloupci (sloupcov)) nebo ¥adku
(radkovy).

o Implicitnivybér hlavniho prvku: Rychlejsi, vylepsenad strategie sloupcového
vybéru. P¥i vybéru porovnavdm velikosti prvki v daném sloupci normované
na maximum absolutnich hodnot prvkii v daném ¥adku plvodni matice.

Vybér hlavniho prvku — pouzitelnost pfimych metod pro vétSinu matic.
Pro obecné velké matice (N > 50) nutnd dvojitd presnost. | tak ¢asto problémy
u velkych $patné podminénych matic!

Problémy:
1. Singuldrni matice
2. Singularni matice vznikla ztratou p¥esnosti p¥i Upravach

3. Ztrata presnosti



2.4 LU metoda

Kazdou reguldrni matici A lze rozlozit do tvaru A = L- U, kde L, U jsou leva
dolni, resp. prava horni trojihelnikové matice. Potom YeSeni najdu postupnym
feSenim 2 soustav s trojuhelnikovou matici

Af=b = (LU)Z=b = L(UZ)=b = Lj=0b, UZ=7.

N~
¥
LU dekompozice
(an a1 aig ... QAip 1 0 0 0 (un U192 U3
a1 Q2 Q23 ... A2y loy, 1 0 0 0wz ug3
as1 Qs2 asz ... AaAzpn = l31 l32 1 ... 0 0 0 uss
\anl Apo2 Ap3 ... App lnl lng lng o1 \ 0 0 0
Nd4sobeni matic
1—1
pro 1< 7 Qi = U5 + lekukj
k=1
7—1
pro 1> J: a;j = lijujj + lekuk]
k=1

Croutiv algoritmus - postupny vypocet nap¥. odleva po sloupcich a ve sloupcich
odshora. Nejdfive

i—1
uij:aij—g likukj i=1,...,j
k=1

Ve

uziva [ z predchozich sloupcii a u z pfedchozich ¥adki, a potom

j—1
lij:(“@'jzlikukzg’) Jui; 1=7+1,....n
k=1

VaR Y4

uziva [ z predchozich sloupcli a u z naddiagonalni ¢3sti sloupce.

Sloupcové hledani hlavniho prvku (dplné nelze).

Prvky a;; pouZiji jen jednou, vysledné prvky matic L a U se vejdou do jedné
matice.



Vlastnosti LU metody:
e P¥ima (finitni) metoda, stejné kroki jako pfimy b&h Gaussovy eliminace

e Hlavni vyhoda: p¥i dekompozici nepracuji s pravou stranou rovnice, rychlé
vypocty pro postupné ziskavané pravé strany

e | ze iterativné zptesnit vysledek

2.5 Iterativni zpresnéni reseni

Hleddme ¥eSeni I linedrni rovnice AZ = b. Ziskame nepfesné feSeni T

F=T+0x = AT +6x)=b+6b = Adz=06b=Ai—b
T=7— 61

Oznadime &y nepfesné YeSeni systému v prvnim kroku AZy ~ b a pak provadime
iteraci

A(6z); = b— AT, Ty = i+ (02);.



2.6 Podminénost reSeni soustavy linearnich rovnic

Podminénost je dana relativni zménou ¥eSeni & ku relativni zméné vstupnich
dat, coZ jsou matice A a prava strana b.
Budeme tedy odhadovat velikost normy Ax p¥i feSeni tGlohy

(A +AA) (Z+ AZ) = b+ Ab.
e Nejdfive vyfesime pfipad AA = 0:

AT =ATAb = [|AZ] < AT A,

L7 B )]
Ar=b = ||Z|| > .
|A]]

Pro relativni zménu ¥eSeni tedy plati

|28
2]

Az ;
<Al
H

Cislo C,, = ||A||||A~"|| se nazyva podmin&nost matice.

e Pokud je i AA # 0, pak

. IV
|az) _ , AL "
A =9 o AL
= -

Podminénost ulohy ¥eSeni linedrnich rovnic je dana pouze matici a vibec
nezdvisi na pravé strané.

Pro C}, > 1 je soustava patné podminénd a malé zmény vstupnich dat vedou
k velké zméné vysledku. To samoziejmé& vede k tomu, Ze i malé zaokrouhlovaci
chyby ve vypoctu se projevi velkou chybou vysledku.



2.7 Vypocet inverzni matice a determinantu

Gauss-Jordanova eliminace vypocte p¥imo inverzni matici. U Gaussovy elimi-
nace a LU dekompozice ziskdme inverzni matici feSenim pro n pravych stran,
tvorenych vektory standardni baze.

Véechny tfi metody jsou rovnocenné jak presnosti, tak i pottem n3 operaci.
Determinant nepocitdme ze vzorcl (rist zaokrouhlovaci chyby), ale vyuZijeme
véty, Ze determinant soucinu matic je roven soulinu determinantl. Pro LU
dekompozici

det(A) = det(L) - det(U) = ﬁujj.

Gaussova eliminace odpovida nasobeni maticemi a pokud se sdm ¥adek nenasobi
a pouze se pfi¢itaji nasobky jinych ¥adki, je determinant matice kazdé Gpravy
D; = 1 a determinant A se rovna soudinu diagonalnich prvki trojdhelnikové
matice.

Pokud dochdzi k prehazovani ¥adkd p¥i vybéru hlavnich prvkd, dojde k nasobeni
determinantu —1, je nutno si zapamatovat po¢et zmé&n znaménka.

10



2.8 Specialni typy matic

e Ridkd matice mé vé&tsinu prvka = 0.

Pro ¥eSeni soustav s Fidkou matici se ¢asto pouzivaji gradientni metody,

spo&ivajici v minimalizaci vhodného kvadratické formy, nap¥. | AZ— EH%H
Pro Fidkou matici je totiZz polet operaci pro vypolet AZ ~ n, a ne

~ n? jako pro plnou matici.

e Matice A je pasova, pokud a;; = 0 pro |i — j| > p.
Tridiagondlni matice pro p = 1, pétidiagonalni matice pro p = 2. Pro
pasové matice se pouzivaji pfimé metody, pro ostatni Fidké matice jsou
pfimé metody vétSinou neefektivni.

e Soustavy s tridiagonalni matici

ap by 0 0 ... O 0 0 T f
c; a; b» 0 ... O 0 0 \ ( w; \ / f; \
0 Cy dsg b3 ce 0 0 0 T3 f3
6 O O O . cn-. an-. bn: :Un., fn.,
\ O 0 0 ... 01 Cnl anI) \ xnl ) \ fnl /

Tridiagonalni matici zapiéeme do 3 vektor(i @, b, & V praxi tém&f vidy
tridiagonalni matice, u kterych vybér hlavniho prvku neni potfebny (siln&
reguldrni matice).
Resent: Ptredpokladame zpétny béh z; = urxi1 + pr. Dosadime

Ci (i1 + pic1) + @iz + by = fi,

po upravé

_ —b; fi = cipiaa
Ti=—"—"—"—"Tip1+ —,
Cilli—1 + a; Cilli—1 + a;
vysledek
1 = —b; i = fi— Cipi—1
"o+ ai Cocipi +ap

Startovani ¢; =0, b, =0, {0, po, Tns1} libovolné.

11



e Blokové tridiagonalni matice: A;, B;, C; jsou malé matice = u;, p; jsou
malé matice

2.9 Ulohy se zadnym reSenim nebo oo feSenimi

m rovnic o n neznamych, linedrné zavislé n X n systémy.

Metoda SVD (singular value decomposition): pokud A% = b ma oo Yefen,
urci feSeni s nejmensi Eukleidovskou normou a bazi nulprostoru, pokud FeSeni
neexistule, najde ¥eSeni ve smyslu nejmensich &tvercl - vektor £ minimalizujici

SVD: A, U matice m xn, W, V, I matice n xn, W diagondlni,
I jednotkovd, U, V ortogonalni (U7 -U = VT .V =1)

A=U-W.V' = z=V . [diag(1/w,)] - UT-b

Pokud w; = 0 (w; ~ 0) nahradime -1 — 0 (signalizuje singuldrnost matice).

12



2.10 Rychlost feSeni soustav linedrnich rovnic (matice nxn) pfimymi
metodami

e Gauss—Jordanova eliminace:
P¥i vypoltu se provaddi ~ n
nasobeni a jedno s&itanf)

3 vnitfnich cykli (v kaZdém cyklu jedno

e Gaussova eliminace a LU dekompozice:
P¥imy b&h je podstatné naro&né&jsi na pocet operaci. U obou metod je
k vypottu p¥imého b&hu potteba ~ 3 n® vnit¥nich cykld. P¥i zp&tném behu
~ %n(n — 1) v Gaussové eliminaci. P¥i LU dekompozici jsou zapot¥ebi
2 zpétné béhy, ale p¥imy b&h je nepatrné kratsi, protoZe se neupravuje
prava strana, operaci je u Gaussovy eliminace i LU dekompozice stejné.
Pro vypodet inverzni matice jsou pracnosti Gauss—Jordanovy eliminace,

Gaussovy eliminace i LU dekompozice stejné.

e Metoda Fadu < 3:
Byla dokdzéna (Strassen) existence metody, kde polet operaci ~ N°827
(logy 7 ~ 2.807) a tedy roste s dimenzi n matice pomaleji nez u kla-
sickych metod, kde poet operaci ~ n?, Tato metoda vyZaduje kompliko-
vanou priibéZnou archivaci napocitanych hodnot. Pro malé matice je tato
metoda podstatné pomalejsi nez klasické metody a jeji vyhody se projevi
az matice fadu n > 1000.

13



3 Gradientni metody

Linearni rovnici AZ =10 Yegime napfiklad minimalizaci funkce
f(@) = 5|AZ = b,
V kazdém kroku hleddme \ takové, aby f(Z + Ai) bylo minimalni. Tedy

= _‘ng‘j , kde  Vf(@) =AT(AZ—b).

Pro ¥idké matice se slozitost ndsobeni vektoru matici snizuje z potu operaci
~ n? na polet operaci ~ n.

Pozn. Nejpouzivangj§i gradientni metodou je metoda sdruZenych (konjugo-

vanych) gradientd, kde pro feSeni soustavy se symetrickou pozitivné definitni
matici se pouzivd minimalizace funkce

£(&) = % [(Af, 7) -2 (5, f)]

Tuto metodu si ukdZzeme v kapitole vénované hledani extrémd.

14



4 Iteracni metody reseni soustav linearnich rovnic

4.1 Nekteré typy matic

e Matice A typu n X n je diagonalné dominantni, pokud

n
‘CL@'Z" > Z |a2~j| Vi=1, 2,..., n.

j=1,5

e Ctvercovd matice A je pozitivné definitni, pokud VZ # 0 je skalarni
souin (7, AZ) > 0.
Symetrickd matice je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyZz ma vSechna
vlastni ¢isla kladna.

4.2 Tteracni proces

# linearni rovnice AZ = b odhadneme vektorem ) a daldi p¥iblizeni
presnému feSeni vypolteme pomoci predpisu

ZH) = B 7™ + .
Pro YeSeni ¥ musi platit

T =Bp T+ c.
Odtud vyplyva 7*+D) — 7 = B (7% — ) = BBy (Z*F Y —2) = .. ..
Pro konvergenci itera¢niho procesu je tedy nutné a stadi, aby

lim BkBk,1 - -B() = 0.

k—oo
ltera&ni metody délime na metody staciondrni, které maji matici B konstantni
(Br = B), a na metody nestaciondrni.

4.3 Priklad nestacionarni iterac¢ni metody

P¥ikladem nestaciondrni itera¢ni metody je ¥izend relaxace. Pro jednoduchost
ji ukdZeme pro matici A, kterd ma diagonalni €leny jednotkové (a; = 1).
Necht po k-té iteraci je ze slozek rezidua |AZ — b| maximalni i-td slozka.
Budeme tedy nulovat i-tou slozku rezidua k£ + 1-ni iteraci

(k+1) (k) (k) (k) k
X, =b; —anTy — ... = Q1T — Q1T — e — amxgl ).

15



Matice By a vektor ¢, maji tvar

(o 0

1 0

B.=| —an ... —ai-1 0 —ajip1 ... —apm |, k= | b
1 0

\ R Lo

Tato metoda se v8ak nehodi pro vyuZiti na pocitadi, protoZe vyzaduje v kazdém
kroku hledani rovnice, kde odchylka od ¥eSeni je maximdlni, a to je ¢asové
narocné.

4.4 Stacionarni iteracni metody

Pro v3echna vlastni &isla A matice B (tedy cisla, pro kterd existuje takovy
U, Ze plati BU = A\U) musi platit [A| < 1.

Véta Nutnou a postacujici podminkou konvergence metody je podminka, aby

spektralni polomér o(B) byl

o(B) = max |\| < 1.

1=1,...,n

Véta Pokud v nékteré maticové normé plati
IBll <1,

pak iterace konverguje.

Odhad chyby. Chceme dosahnout pfesnosti € a tedy iterovat, dokud nebude

17" — 7| <e.
Vyraz ||#*) — Z|| Ize odhadnout

|70 — &) = 7 — A7']| = AN AZY — )| < AT AT —b].

16



4.5 Prosta iterace

Linearni rovnici Ax = gpFevedeme na tvar
7=1—-A)T+b,

kde I je jednotkovd matice.
Prostd iterace je tedy dana iteraénim vzorcem

FHD = (I — A)7™ + b,
Oznatime B =1 — A, pak lze pfesnost k-té iterace odhadnout vyrazem

(k) _ = . 2]
170 — 2| < IBJI* |17 +
1B

Metoda prosté iterace se pro systémy linedrnich rovnic prakticky nepouziva.

4.6 Jacobiho metoda

Pfredpokladem metody je, Ze matice A ma nenulové diagonalni prvky a;; # 0.
Slozky k 4+ 1 Jacobiho iterace ¥eSeni jsou dany

(bt1) @ k) Gii1 (k) Gl (k) _ Gin (k) b;

7 1 i—1 i+1 n
A4 A4 A4 A4 A4

Matici A lze zapsat ve tvaru

A=D+L4+R,

kde D je diagonalni, L je dolIni trojdhelnikovad a R horni trojdhelnikovou matici
(L a R maji nulovou diagonalu).

Jacobiho iteraci |ze zapsat ve tvaru
75 — D YL+ R)Z® + Db,

Véta Pokud je matice A diagonaln& dominantni, pak Jacobiho metoda kon-
verguje.
Diikaz: Pro diagonalné dominantni matici plati

n

> <

j=1j#i 2

a tedy ¥adkov4 norma matice [D™Y(L +R)|| < 1.

17



4.7 Gauss—Seidelova metoda

Gauss—Seidelova metoda je podobnad Jacobiho metodé, ale na rozdil od ni
pouZiva pFi vypoltu sloZzek vektoru acl(kﬂ) jiz d¥ive vypoctené slozky k + 1.
iterace. Iterace je ddna vztahem

(k+1) Qi1 (k+1) Qiji—1  (k+1) Qi+l (k) Qin (k) b;
i1 +

7 1 — 1+1 n
Aj; Aj; Aj; Aj; Aj;

Vztah lze zapsat vektorové

7D — (D +L)"'Rz¥ + (D + L)'

Véta Pro konvergenci Gauss—Seidelovy metody stali, kdyZ plati libovolna z
ndsledujicich dvou podminek:

1. A je diagondlné dominantni matice

2. A je symetrickd pozitivné definitni matice

4.8 Superrelaxaéni metoda

Gauss—Seidelova metoda konverguje pro pomérné Sirokou t¥idu matic, ale jeji

O v 7 - 7/ \&4 - k k 1 k d
konvergence miize byt velmi pomald. Ozna&ime-li A.T}Z(- ) = xf D2 vozdil

7

mezi iteracemi Gauss—Seidelovou metodou, pak je superrelaxaéni metoda dana
vztahem

k+1)

J}Z( = acl(-k) -+ wAacl(-k),

kde relaxa&ni faktor w je z intervalu (0,2), obvykle w € (1,2).
Relaxadni faktor slouZi k urychleni konvergence metody a jeho optimalni hod-
notu lze vypocitat ze vztahu

B=-(D+L) 'R

2
Wopt = )
14 /1= 2(B)

B je iteraéni matice Gauss—Seidelovy metody. Gauss—Seidelova metoda je tedy
specidlnim ptipadem superrelaxaéni metody s w = 1.
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5 Hledani vlastnich ¢isel a vektoru

5.1 Uvod

Necht pro &islo \ existuje vektor 7 = 0 takovy, e AZ = AZ. Pak X je vlastni
¢islo a @ je vlastni vektor matice A.
Dva typy dloh

1. Uplny problém vlastnich &isel — hledani véech vlastnich &isel matice a pop¥ipadé
I prislusnych vlastnich vektord

2. Castetny problém vlastnich &isel — hledani 1 nebo n&kolika vlastnich &isel
(obvykle nejvétsich)

Charakteristicky polynom matice A: determinant det(A — \I).

Pozn. Je-li A matice n X n, je charakteristicky polynom n-tého stupné, a
tedy ma n ko¥enti (mohou byt i vicendsobné). Ke kazdému vlastnimu &islu 3
alespoii 1 vlastni vektor. Poget [ linedrn& nezavislych (LN) vlastnich vektori je
[ <k (k je ndsobnost vlastniho &isla).

Pozn. Matice defektni ma < n linedrné nezavislych vlastnich vektor(. P¥iklad

A- G ?) det(A —AT) = (1= A\)2 =0,  atedy Ao—1.
Vektor 7 = < (1) ) je jedinym vlastnim vektorem A.

Pozn. Redlnd matice mize mit komplexné sdruzend vlastni &isla a vlastni
vektory. Napftiklad

AI(i _1>, det(A—)\I) (1—)\)2+1:O, atedy)\LQ:l:I:z'.

: . 1 . 1
Vlastni vektory jsou x; = ( » ) a Ty = < ; )

Normalni matice A je takovd, e ATA = AAT. Normalni matice ¥adu n
mda n LN vlastnich vektord.
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Pozn. Symetrickd matice (A = A) m4 v&echna vlastni &isla redlna.
Pozn. Trojuhelnikové matice maji v8echna vlastni ¢isla na diagondle.

Véta Podobné matice A a P~!AP maji stejnd vlastni &isla (stejné spektrum).
Dukaz:

det(P~"AP — AI) = det[P~'(A — AI)P] =
= det(P 1) det(A — AI) det(P) = det(A — AI)

Pokud je vektor & vlastnim vektorem matice A, pak vektor P~'% je vlastnim
vektorem matice P~'AP.

Véta Ke kazdé matici existuje ji podobnd matice v Jordanové normdlnim
tvaru

5 0 . A0O0 ...0
03 0 1 A0 0
J= ? , kde J,=| 0 1 A 0
00 Js 000 ...\

Pozn. Pro kazdou normadlni matici existuje podobna matice diagonalni.

Pozn. Neexistuje finitni postup jak provést transformaci matice na Jordaniv
normalni tvar.

Numerické metody resSeni tiplného problému vlastnich cisel

1. Sekvenci elementarnich transformaci pfevedeme matici na p¥iblizné di-
agonalni tvar (p¥ip. Jordaniiv normalni tvar) nebo p¥iblizn& specidlni typ
(nap¥. tridiagonalni nebo Hessenbergovu matici).

2. RozloZime matici A na soudin dvou matic A = F; - Fr. Matice A =
FrF | je podobnd matici A.
Odvozeni: FrF = F'F FrF; = F,'AF;.
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5.2 Jacobiho transformace (metoda)

Jacobiho metoda nalezne v8echna vlastni &isla a vektory symetrické matice.
Cilem je postupné zmen3sovat ¢&isla mimo diagonalu.

V kazdém kroku nalezneme v absolutni hodnoté maximalni &islo mimo di-

agonalu |a,,| = max |a;;|. Poototime osy p, ¢ tak, aby se submatice [a,, ap 5 agp Qgq)
1,7<1

2

transformovala na diagonalni.

Jeden (k-ty) krok iterace Jacobiho metodou m3 tvar

( 1 O )
COSY ... —slnp
k T A (k-1 :
AW =10 AFIT, - kde  T,,= A |
siny ... COS(
( 0 L)
Po k-té iteraci je prvek matice
al(f;) = (cos® p — sin® @) al(,’;_l) — COoS p sin ¢ (al(f;_l) — ag];_l)).

Aby prvek agf]) = 0, Uhel ¢ musi spliiovat vztah

2a
tg2p = M
(pp — Qqq
Diukaz konvergence: P¥i posloupnosti Jacobiho transformaci nejsou nuly
mimo diagonalu trvalé. Diikaz konvergence je zaloZen na konvergenci sumy
mimodiagondlnich prvki k nule.

n

x _ 2

Oznatme t(A)= > aj. Pak
i,j=Li#]

AW =t(APD)y—202 vV @, >

Tedy



Posloupnost je tedy shora odhadnuta geometrickou posloupnosti s kvocientem
< 1.

5.3 LU rozklad pro uplny problém vlastnich cisel

Tato metoda konverguje velmi pomalu, na vypocet je tfeba velky polet operaci.

Matice A je nultym krokem iterace, t.j. Ag = A. V k-tém kroku rozlozime
matici A, = L;Uy. Vytvofime matici A1 = ULy, ta je podobna matici Ay.

Pokud posloupnost B, = LyL; ... L; — k reguldrni matici, potom matice A
— k horni trojihelnikové matici, kterd ma na diagonale vlastni &isla.

Existuji ale specidlni rozklady matic vhodné pro hledani vlastnich &isel a vek-
tor(i. Pro tyto rozklady konverguje obdobny postup rychle.
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5.4 Césteény problém vlastnich éisel

Hleddme vlastni &islo nejvétsi v absolutni hodnoté.
Zvolime libovolny vektor (V). Dale po¢itame iterace

1
f(k+1) _ —Af(k), kde o = é‘lTAf(k) (p‘h’p_ o = HAf(@H)
Ok

Pak plati

lim op. =X\ VvV lim 7 = Z1.

k—o0 k—o0

Pokud chceme dalsi vlastni ¢islo, redukujeme matici na ¥ad (n—1). Je-li vektor
7 = (uy,...,u,)"t, plati

o u21 0 1 o )\1 q_T
i o] PAP_(GB ’
u, 0 . 1

a tedy hleddme maximalni vlastni &islo matice B.
Pozn. Nevyhodou je postupna ztrata presnosti.

Pozn. Pro vypolet nejmensiho vlastniho &isla Ize nalézt nejvétsi vlastni &islo
matice A~!. Pro hleddni vlastniho &isla v ur&ité oblasti Ize provést posun, nebot
(A + D)7 = (A + )7
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