
Numerické metody lineárńı algebry

1 Úvod

1.1 Úlohy lineárńı algebry

1. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic A~x = ~b

• Řešeńı soustavy s regulárńı čtvercovou matićı A řádu n×n pro jednu
nebo v́ıce pravých stran

• Výpočet inverzńı matice A−1

• Výpočet determinantu

• Řešeńı soustav n rovnic o m neznámých a singulárńıch n×n soustav

v nějakém definovaném smyslu (1 řešeńı + báze nulprostoru, řešeńı
s nejmenš́ı normou, řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u)

2. Hledáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

• Úplný problém vlastńıch č́ısel

• Částečný problém vlastńıch č́ısel

Standardńı numerické knihovny - LINPACK (speciálńı pro řešeńı soustav lineárńıch

rovnic), EISPACK (speciálńı pro vlastńı č́ısla a vektory), NAG (obecná), IMSL
(obecná)
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1.2 Některé základńı pojmy a označeńı

Vektorem zde budeme rozumět sloupcový vektor, horńı index T označuje transpono-

vaný vektor (nebo matici), matici označujeme tučným ṕısmem

~x =








x1

x2
...
xn








= (x1, x2, . . . , xn)
T , A =








a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

...
...

...
an1 an2 . . . anm








= (aij) .

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme uvažovat reálné matice a vektory.

Mı́rou velikosti vektor̊u a matic je jejich vektorová norma.

Vektorová norma muśı splnit 3 podḿınky

a) ‖~x‖ ≥ 0 a ‖~x‖ = 0 ⇔ ~x = ~0,

b) ‖λ~x‖ = |λ|‖~x‖,

c) ‖~x+ ~y‖ ≤ ‖~x‖+ ‖~y‖.

Př́ıklady vektorových norem:

• maximová: ‖x‖I = max
i=1,...,n

|xi|

• součtová: ‖x‖II =
n∑

i=1

|xi|

• Eukleidovská: ‖x‖III =

√
√
√
√

n∑

i=1

x2
i

Maticová norma

Vektorová norma matice se nazývá maticovou normou, pokud nav́ıc plat́ı pro

všechny matice A,B podḿınka d) pro součin matic

‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.

Maticová norma je souhlasná s vektorovou normou, pokud ∀A, ~x plat́ı

‖A~x‖ ≤ ‖A‖ · ‖~x‖
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Př́ıklady maticových norem:

• řádková: ‖A‖I = max
i=1,...,n

n∑

j=1

|aij|

• sloupcová: ‖A‖II = max
j=1,...,n

n∑

i=1

|aij|

• Eukleidovská: ‖A‖III =

√
√
√
√

n∑

i=1

n∑

j=1

a2ij

Každá z uvedených maticových norem je souhlasná se stejně označenou vek-

torovou normou.

1.3 Metody řešeńı soustav lineárńıch rovnic

1. p̌ŕımé (finitńı)

2. iteračńı

3. gradientńı
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2 Př́ımé metody řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Př́ımé metody řešeńı spoč́ıvaj́ı v úpravě matice na trojúhelńıkový (p̌ŕıpadně

diagonálńı) tvar (př́ımý běh) a potom řešeńım soustavy s horńı trojúhelńıkovou
matićı U nebo dolńı trojúhelńıkovou matićı L (zpětný běh). Zpětný běh je
podstatně rychleǰśı než p̌ŕımý.

2.1 Řešeńı soustav s trojúhelńıkovou matićı

Rovnice s horńı trojúhelńıkovou matićıU se řeš́ı postupným prováděńım vzorce
ve směru klesaj́ıćıho indexu k

xk =
1

ukk



bk −

n∑

j=k+1

ukjxj



 .

K výpočtu libovolného xk je ťreba nejvýše n vniťrńıch cykl̊u (1 násobeńı + 1

sč́ıtańı), počet operaćı roste tedy ∼ n2 (p̌resněji ≃ 0.5n2 vniťrńıch cykl̊u).

2.2 Gaussova a Gauss-Jordanova eliminace

Řeš́ım soustavu rovnic A~x = ~b. V prvńım kroku necht’ prvek a11 6= 0 (čehož

lze vždy dosáhnout p̌rehozeńım rovnic). Prvek a11, použitý k úpravě rovnic
2, . . . , n nazveme hlavńım prvkem (pivot).

Od i-té rovnice odečteme 1. rovnici násobenou multiplikátoremm
(1)
i = −ai1/a11.

Modifikovaná soustava bude ḿıt v 1. sloupci pod diagonálou samé 0. Úprava

prováděná současně s pravou stranou odpov́ıdá násobeńı rovnice matićı

D1 =








1 0 . . . 0
−a21/a11 1 . . . 0

...
... . . . ...

−an1/a11 0 . . . 1








.

Rovnice po prvńı úpravě má tvar D1A~x = D1
~b. Označ́ıme A(1) ≡ D1A a

~b(1) ≡ D1
~b.
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Po k − 1 úpravách má matice A(k−1) tvar

A(k−1) =


















a11 a12 . . . a1,k−1 a1k . . . a1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2,k−1 a

(1)
2k . . . a

(1)
2n

...
... . . . ...

...
...

...

0 0 . . . a
(k−2)
k−1,k−1 a

(k−2)
k−1,k . . . a

(k−2)
k−1,n

0 0 . . . 0 a
(k−1)
kk . . . a

(k−1)
k,n

0 0 . . . 0 a
(k−1)
k+1,k . . . a

(k−1)
k+1,n

...
...

...
...

...
...

...

0 0 . . . 0 a
(k−1)
nk . . . a

(k−1)
n,n


















.

Zde horńı index znač́ı počet úprav daného prvku.

Pokud a
(k−1)
kk 6= 0, lze ho zvolit za hlavńı prvek, spoč́ıtat multiplikátory m

(k)
i =

−a
(k−1)
ik /a

(k−1)
kk pro i = k + 1, . . . , n a upravit p̌ŕıslušné rovnice.

V k-tém kroku úpravy použ́ıvám jako hlavńı prvek prvek k − 1-krát upravený

(odeč́ıtáńı!) hlavńı prvek → ztráta p̌resnosti ⇒ výběr hlavńıho prvku.

Bez výběru hlavńıho prvku jsou p̌ŕımé metody nepoužitelné pro obecné matice!

Počet operaćı

Na každou nulu ≤ n vniťrńıch cykl̊u, poťrebuji vynulovat 1
2n(n − 1) prvk̊u.

Celkový počet vniťrńıch cykl̊u ∼ n3 (p̌resněji ≃ 1/3 n3), složitost algoritmu je

řádu n3.

Gauss-Jordanova eliminace

Upravuj́ı se všechny prvky mimo diagonálu. Matice se p̌revede na jednotkovou

I. Př́ımo spočtu inverzńı matici A−1. Vyš̌śı počet operaćı ≃ n3 vniťrńıch cykl̊u.
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2.3 Výběr hlavńıho prvku (pivoting)

V každém kroku p̌ŕımého běhu vyb́ıráme hlavńı prvek. Z možných prvk̊u vy-
bereme nejvěťśı v absolutńı hodnotě. Malé č́ıslo vzniklo pravděpodobně odeč́ıtáńım
p̌ri úpravách, je tedy pravděpodobně zat́ıženo velkou relativńı chybou a proto

neńı jako pivot vhodné.

• Úplný výběr hlavńıho prvku: v celé dosud neupravené části matice hledáme

max |aij|. Pomalý.

• Částečný výběr hlavńıho prvku: v daném sloupci (sloupcový) nebo řádku

(řádkový).

• Implicitńı výběr hlavńıho prvku: Rychleǰśı, vylepšená strategie sloupcového

výběru. Při výběru porovnávám velikosti prvk̊u v daném sloupci normované
na maximum absolutńıch hodnot prvk̊u v daném řádku p̊uvodńı matice.

Výběr hlavńıho prvku → použitelnost p̌ŕımých metod pro věťsinu matic.

Pro obecné velké matice (N > 50) nutná dvojitá p̌resnost. I tak často problémy
u velkých špatně podḿıněných matic!

Problémy:

1. Singulárńı matice

2. Singulárńı matice vzniklá ztrátou p̌resnosti p̌ri úpravách

3. Ztráta p̌resnosti
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2.4 LU metoda

Každou regulárńı matici A lze rozložit do tvaru A = L ·U, kde L,U jsou levá

dolńı, resp. pravá horńı trojúhelńıkové matice. Potom řešeńı najdu postupným
řešeńım 2 soustav s trojúhelńıkovou matićı

A~x = ~b ⇒ (LU)~x = ~b ⇒ L (U~x)
︸ ︷︷ ︸

~y

= ~b ⇒ L~y = ~b, U~x = ~y.

LU dekompozice









a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
...

...
...

...
...

an1 an2 an3 . . . ann










=










1 0 0 . . . 0
l21 1 0 . . . 0

l31 l32 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

ln1 ln2 ln3 . . . 1



















u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . unn










Násobeńı matic

pro i ≤ j : aij = uij +
i−1∑

k=1

likukj

pro i > j : aij = lijujj +

j−1
∑

k=1

likukj

Crout̊uv algoritmus - postupný výpočet nap̌r. odleva po sloupćıch a ve sloupćıch
odshora. Nejďŕıve

uij = aij −

i−1∑

k=1

likukj i = 1, . . . , j

už́ıvá l z p̌redchoźıch sloupc̊u a u z p̌redchoźıch řádk̊u, a potom

lij =

(

aij −

j−1
∑

k=1

likukj

)

/ujj i = j + 1, . . . , n

už́ıvá l z p̌redchoźıch sloupc̊u a u z naddiagonálńı části sloupce.

Sloupcové hledáńı hlavńıho prvku (úplné nelze).

Prvky aij použiji jen jednou, výsledné prvky matic L a U se vejdou do jedné

matice.
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Vlastnosti LU metody:

• Př́ımá (finitńı) metoda, stejně krok̊u jako p̌ŕımý běh Gaussovy eliminace

• Hlavńı výhoda: p̌ri dekompozici nepracuji s pravou stranou rovnice, rychlé

výpočty pro postupně źıskávané pravé strany

• Lze iterativně zp̌resnit výsledek

2.5 Iterativńı zpřesněńı řešeńı

Hledáme řešeńı ~x lineárńı rovnice A~x = ~b. Źıskáme nep̌resné řešeńı ~̃x

~̃x = ~x+ ~δx ⇒ A(~x+ ~δx) = ~b+ ~δb ⇒ A ~δx = ~δb = A~̃x−~b

~x = ~̃x− ~δx

Označ́ıme ~x0 nep̌resné řešeńı systému v prvńım krokuA~x0 ≃ ~b a pak provád́ıme
iteraci

A( ~δx)i = ~b−A~xi, ~xi+1 = ~xi + ( ~δx)i.
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2.6 Podmı́něnost řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Podḿıněnost je dána relativńı změnou řešeńı ~x ku relativńı změně vstupńıch
dat, což jsou matice A a pravá strana ~b.
Budeme tedy odhadovat velikost normy ∆~x p̌ri řešeńı úlohy

(A +∆A) (~x+∆~x) = ~b+∆~b.

• Nejďŕıve vy̌reš́ıme p̌ŕıpad ∆A = 0:

∆~x = A−1∆~b ⇒ ‖∆~x‖ ≤ ‖A−1‖‖∆~b‖,

A~x = ~b ⇒ ‖~x‖ ≥
‖~b‖

‖A‖
.

Pro relativńı změnu řešeńı tedy plat́ı

‖∆~x‖

‖~x‖
≤ ‖A‖‖A−1‖

‖∆~b‖

‖~b‖
.

Č́ıslo Cp = ‖A‖‖A−1‖ se nazývá podḿıněnost matice.

• Pokud je i ∆A 6= 0, pak

‖∆~x‖

‖~x‖
≤ Cp

‖∆A‖
‖A‖

+ ‖∆~b‖

‖~b‖

1− Cp
‖∆A‖
‖A‖

.

Podḿıněnost úlohy řešeńı lineárńıch rovnic je dána pouze matićı a v̊ubec
nezáviśı na pravé straně.

Pro Cp ≫ 1 je soustava špatně podḿıněná a malé změny vstupńıch dat vedou
k velké změně výsledku. To samožrejmě vede k tomu, že i malé zaokrouhlovaćı
chyby ve výpočtu se projev́ı velkou chybou výsledku.
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2.7 Výpočet inverzńı matice a determinantu

Gauss-Jordanova eliminace vypočte p̌ŕımo inverzńı matici. U Gaussovy elimi-
nace a LU dekompozice źıskáme inverzńı matici řešeńım pro n pravých stran,
tvořených vektory standardńı báze.

Všechny ťri metody jsou rovnocenné jak p̌resnost́ı, tak i počtem n3 operaćı.
Determinant nepoč́ıtáme ze vzorc̊u (r̊ust zaokrouhlovaćı chyby), ale využijeme

věty, že determinant součinu matic je roven součinu determinant̊u. Pro LU
dekompozici

det(A) = det(L) · det(U) =

n∏

j=1

ujj.

Gaussova eliminace odpov́ıdá násobeńı maticemi a pokud se sám řádek nenásob́ı
a pouze se p̌rič́ıtaj́ı násobky jiných řádk̊u, je determinant matice každé úpravy

Di = 1 a determinant A se rovná součinu diagonálńıch prvk̊u trojúhelńıkové
matice.

Pokud docháźı k p̌rehazováńı řádk̊u p̌ri výběru hlavńıch prvk̊u, dojde k násobeńı
determinantu −1, je nutno si zapamatovat počet změn znaménka.
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2.8 Speciálńı typy matic

• Ř́ıdká matice má věťsinu prvk̊u = 0.

Pro řešeńı soustav s ř́ıdkou matićı se často použ́ıvaj́ı gradientńı metody,

spoč́ıvaj́ıćı v minimalizaci vhodného kvadratické formy, nap̌r. ‖A~x−~b‖2III .
Pro ř́ıdkou matici je totiž počet operaćı pro výpočet A~x ∼ n, a ne

∼ n2 jako pro plnou matici.

• Matice A je pásová, pokud aij = 0 pro |i− j| > p.
Tridiagonálńı matice pro p = 1, pětidiagonálńı matice pro p = 2. Pro

pásové matice se použ́ıvaj́ı p̌ŕımé metody, pro ostatńı ř́ıdké matice jsou
p̌ŕımé metody věťsinou neefektivńı.

• Soustavy s tridiagonálńı matićı















a1 b1 0 0 . . . 0 0 0

c2 a2 b2 0 . . . 0 0 0
0 c3 a3 b3 . . . 0 0 0
...

... . . . . . . . . . ...
...

...
...

...
... . . . . . . . . . ...

...
...

...
...

... . . . . . . . . . ...

0 0 0 0 . . . cn−1 an−1 bn−1

0 0 0 0 . . . 0 cn an
















·
















x1

x2

x3
...
...
...

xn−1

xn
















=
















f1
f2
f3
...
...
...

fn−1

fn
















Tridiagonálńı matici zaṕı̌seme do 3 vektor̊u ~a, ~b, ~c. V praxi témě̌r vždy

tridiagonálńı matice, u kterých výběr hlavńıho prvku neńı poťrebný (silně
regulárńı matice).

Řešeńı: Předpokládáme zpětný běh xk = µkxk+1 + ρk. Dosad́ıme

ci (µi−1xi + ρi−1) + aixi + bixi+1 = fi,

po úpravě

xi =
−bi

ciµi−1 + ai
xi+1 +

fi − ciρi−1

ciµi−1 + ai
,

výsledek

µi =
−bi

ciµi−1 + ai
, ρi =

fi − ciρi−1

ciµi−1 + ai
.

Startováńı c1 = 0, bn = 0, {µ0, ρ0, xn+1} libovolné.
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• Blokově tridiagonálńı matice: Ai, Bi, Ci jsou malé matice ⇒ µi, ρi jsou

malé matice

2.9 Úlohy se žádným řešeńım nebo ∞ řešeńımi

m rovnic o n neznámých, lineárně závislé n× n systémy.

Metoda SVD (singular value decomposition): pokud A~x = ~b má ∞ řešeńı,
urč́ı řešeńı s nejmenš́ı Eukleidovskou normou a bázi nulprostoru, pokud řešeńı

neexistuje, najde řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u - vektor ~x minimalizuj́ıćı
‖A~x−~b‖III .

SVD: A, U matice m × n, W, V, I matice n × n, W diagonálńı,

I jednotková, U, V ortogonálńı (UT ·U = VT ·V = I)

A = U ·W ·VT ⇒ ~x = V · [diag(1/wj)] ·U
T ·~b

Pokud wj = 0 (wj ≃ 0) nahrad́ıme 1
wj

→ 0 (signalizuje singulárnost matice).
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2.10 Rychlost řešeńı soustav lineárńıch rovnic (matice n×n) př́ımými

metodami

• Gauss–Jordanova eliminace:
Při výpočtu se provád́ı ∼ n3 vniťrńıch cykl̊u (v každém cyklu jedno

násobeńı a jedno sč́ıtáńı)

• Gaussova eliminace a LU dekompozice:

Př́ımý běh je podstatně náročněǰśı na počet operaćı. U obou metod je
k výpočtu p̌ŕımého běhu poťreba ∼ 1

3
n3 vniťrńıch cykl̊u. Při zpětném běhu

∼ 1
2 n(n − 1) v Gaussově eliminaci. Při LU dekompozici jsou zapoťreb́ı

2 zpětně běhy, ale p̌ŕımý běh je nepatrně kraťśı, protože se neupravuje

pravá strana, operaćı je u Gaussovy eliminace i LU dekompozice stejně.
Pro výpočet inverzńı matice jsou pracnosti Gauss–Jordanovy eliminace,
Gaussovy eliminace i LU dekompozice stejné.

• Metoda řádu < 3:
Byla dokázána (Strassen) existence metody, kde počet operaćı ∼ N log

2
7

(log2 7 ≃ 2.807) a tedy roste s dimenźı n matice pomaleji než u kla-
sických metod, kde počet operaćı ∼ n3, Tato metoda vyžaduje kompliko-

vanou pr̊uběžnou archivaci napoč́ıtaných hodnot. Pro malé matice je tato
metoda podstatně pomaleǰśı než klasické metody a jej́ı výhody se projev́ı

až matice řádu n ≫ 1000.
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3 Gradientńı metody

Lineárńı rovnici A~x = ~b řeš́ıme nap̌ŕıklad minimalizaćı funkce

f(~x) =
1

2
|A~x−~b|2.

V každém kroku hledáme λ takové, aby f(~x+ λ~u) bylo minimálńı. Tedy

λ =
−~u∇f

|A~u|2
, kde ∇f(~x) = AT (A~x−~b).

Pro ř́ıdké matice se složitost násobeńı vektoru matićı snižuje z počtu operaćı
∼ n2 na počet operaćı ∼ n.

Pozn. Nejpouž́ıvaněǰśı gradientńı metodou je metoda sdružených (konjugo-

vaných) gradient̊u, kde pro řešeńı soustavy se symetrickou pozitivně definitńı
matićı se použ́ıvá minimalizace funkce

f(~x) =
1

2

[

(A~x, ~x)− 2
(

~b, ~x
)]

.

Tuto metodu si ukážeme v kapitole věnované hledáńı extrémů.
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4 Iteračńı metody řešeńı soustav lineárńıch rovnic

4.1 Některé typy matic

• Matice A typu n× n je diagonálně dominantńı, pokud

|aii| >

n∑

j=1,j 6=i

|aij| ∀i = 1, 2, . . . , n.

• Čtvercová matice A je pozitivně definitńı, pokud ∀~x 6= ~0 je skalárńı
součin (~x,A~x) > 0.
Symetrická matice je pozitivně definitńı právě tehdy, když má všechna

vlastńı č́ısla kladná.

4.2 Iteračńı proces

Řešeńı ~x lineárńı rovnice A~x = ~b odhadneme vektorem ~x(0) a daľśı p̌ribĺıžeńı
k p̌resnému řešeńı vypočteme pomoćı p̌redpisu

~x(k+1) = Bk ~x
(k) + ~ck.

Pro řešeńı ~x muśı platit

~x = Bk ~x+ ~ck.

Odtud vyplývá ~x(k+1) − ~x = Bk(~x
(k) − ~x) = BkBk−1(~x

(k−1) − ~x) = . . . .

Pro konvergenci iteračńıho procesu je tedy nutné a stač́ı, aby

lim
k→∞

BkBk−1 . . .B0 = 0.

Iteračńı metody děĺıme na metody stacionárńı, které maj́ı matici B konstantńı
(Bk = B), a na metody nestacionárńı.

4.3 Př́ıklad nestacionárńı iteračńı metody

Př́ıkladem nestacionárńı iteračńı metody je ř́ızená relaxace. Pro jednoduchost

ji ukážeme pro matici A, která má diagonálńı členy jednotkové (aii = 1).
Necht’ po k-té iteraci je ze složek rezidua |A~x − ~b| maximálńı i-tá složka.

Budeme tedy nulovat i-tou složku rezidua k + 1-ńı iteraćı

x
(k+1)
i = bi − ai1x

(k)
1 − . . .− aii−1x

(k)
i−1 − aii+1x

(k)
i+1 − . . .− ainx

(k)
n .
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Matice Bk a vektor ~ck maj́ı tvar

Bk =














1
. . .

1

−ai1 . . . −aii−1 0 −aii+1 . . . −ain
1

. . .

1














, ~ck =














0
...
0

bi
0
...
0














.

Tato metoda se však nehod́ı pro využit́ı na poč́ıtači, protože vyžaduje v každém

kroku hledáńı rovnice, kde odchylka od řešeńı je maximálńı, a to je časově
náročné.

4.4 Stacionárńı iteračńı metody

Pro všechna vlastńı č́ısla λ matice B (tedy č́ısla, pro která existuje takový

~v, že plat́ı B~v = λ~v) muśı platit |λ| < 1.

Věta Nutnou a postačuj́ıćı podḿınkou konvergence metody je podḿınka, aby
spektrálńı poloměr ̺(B) byl

̺(B) = max
i=1,...,n

|λi| < 1.

Věta Pokud v některé maticové normě plat́ı

‖B‖ < 1,

pak iterace konverguje.

Odhad chyby. Chceme dosáhnout p̌resnosti ε a tedy iterovat, dokud nebude

‖~x(k) − ~x‖ ≤ ε.

Výraz ‖~x(k) − ~x‖ lze odhadnout

‖~x(k) − ~x‖ = ‖~x(k) −A−1~b‖ = ‖A−1(A~x(k) −~b)‖ ≤ ‖A−1‖ ‖A~x(k) −~b‖.
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4.5 Prostá iterace

Lineárńı rovnici A~x = ~b p̌revedeme na tvar

~x = (I−A)~x+~b,

kde I je jednotková matice.
Prostá iterace je tedy dána iteračńım vzorcem

~x(k+1) = (I−A)~x(k) +~b.

Označ́ıme B = I−A, pak lze p̌resnost k-té iterace odhadnout výrazem

‖~x(k) − ~x‖ ≤ ‖B‖k

[

‖~x(0)‖+
‖~b‖

1− ‖B‖

]

.

Metoda prosté iterace se pro systémy lineárńıch rovnic prakticky nepouž́ıvá.

4.6 Jacobiho metoda

Předpokladem metody je, že matice A má nenulové diagonálńı prvky aii 6= 0.

Složky k + 1 Jacobiho iterace řešeńı jsou dány

x
(k+1)
i = −

ai1
aii

x
(k)
1 − . . .−

aii−1

aii
x
(k)
i−1 −

aii+1

aii
x
(k)
i+1 − . . .−

ain
aii

x(k)
n +

bi
aii

.

Matici A lze zapsat ve tvaru

A = D+ L+R,

kde D je diagonálńı, L je dolńı trojúhelńıková a R horńı trojúhelńıkovou matici

(L a R maj́ı nulovou diagonálu).

Jacobiho iteraci lze zapsat ve tvaru

~x(k+1) = −D−1(L+R)~x(k) +D−1~b.

Věta Pokud je matice A diagonálně dominantńı, pak Jacobiho metoda kon-
verguje.

D̊ukaz: Pro diagonálně dominantńı matici plat́ı
n∑

j=1,j 6=i

|aij|

|aii|
< 1

a tedy řádková norma matice ‖D−1(L+R)‖ < 1.
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4.7 Gauss–Seidelova metoda

Gauss–Seidelova metoda je podobná Jacobiho metodě, ale na rozd́ıl od ńı
použ́ıvá p̌ri výpočtu složek vektoru x

(k+1)
i již ďŕıve vypočtené složky k + 1.

iterace. Iterace je dána vztahem

x
(k+1)
i = −

ai1
aii

x
(k+1)
1 − . . .−

aii−1

aii
x
(k+1)
i−1 −

aii+1

aii
x
(k)
i+1− . . .−

ain
aii

x(k)
n +

bi
aii

.

Vztah lze zapsat vektorově

~x(k+1) = −(D+ L)−1R~x(k) + (D+ L)−1~b.

Věta Pro konvergenci Gauss–Seidelovy metody stač́ı, když plat́ı libovolná z
následuj́ıćıch dvou podḿınek:

1. A je diagonálně dominantńı matice

2. A je symetrická pozitivně definitńı matice

4.8 Superrelaxačńı metoda

Gauss–Seidelova metoda konverguje pro poměrně širokou ťŕıdu matic, ale jej́ı

konvergence může být velmi pomalá. Označ́ıme-li ∆x
(k)
i = x

(k+1)
i − x

(k)
i rozd́ıl

mezi iteracemi Gauss–Seidelovou metodou, pak je superrelaxačńı metoda dána

vztahem

x
(k+1)
i = x

(k)
i + ω∆x

(k)
i ,

kde relaxačńı faktor ω je z intervalu (0, 2), obvykle ω ∈ 〈1, 2).
Relaxačńı faktor slouž́ı k urychleńı konvergence metody a jeho optimálńı hod-

notu lze vypoč́ıtat ze vztahu

ωopt =
2

1 +
√

1− ̺2(B)
, B = −(D+ L)−1R.

B je iteračńı matice Gauss–Seidelovy metody. Gauss–Seidelova metoda je tedy
speciálńım p̌ŕıpadem superrelaxačńı metody s ω = 1.
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5 Hledáńı vlastńıch č́ısel a vektor̊u

5.1 Úvod

Necht’ pro č́ıslo λ existuje vektor ~x 6= ~0 takový, že A~x = λ~x. Pak λ je vlastńı

č́ıslo a ~x je vlastńı vektor matice A.

Dva typy úloh

1. Úplný problém vlastńıch č́ısel – hledáńı všech vlastńıch č́ısel matice a pop̌ŕıpadě
i p̌ŕıslušných vlastńıch vektor̊u

2. Částečný problém vlastńıch č́ısel – hledáńı 1 nebo několika vlastńıch č́ısel
(obvykle nejvěťśıch)

Charakteristický polynom matice A: determinant det(A− λI).

Pozn. Je-li A matice n × n, je charakteristický polynom n-tého stupně, a
tedy má n kořen̊u (mohou být i v́ıcenásobné). Ke každému vlastńımu č́ıslu ∃

alespoň 1 vlastńı vektor. Počet l lineárně nezávislých (LN) vlastńıch vektor̊u je
l ≤ k (k je násobnost vlastńıho č́ısla).

Pozn. Matice defektńı má < n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u. Př́ıklad

A =

(
1 0
1 1

)

, det(A− λI) = (1− λ)2 = 0, a tedy λ1,2 =1.

Vektor ~x =

(
0

1

)

je jediným vlastńım vektorem A.

Pozn. Reálná matice může ḿıt komplexně sdružená vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory. Nap̌ŕıklad

A =

(
1 −1

1 1

)

, det(A− λI) = (1− λ)2 + 1 = 0, a tedy λ1,2 = 1± i.

Vlastńı vektory jsou ~x1 =

(
1

−i

)

a ~x2 =

(
1
i

)

.

Normálńı matice A je taková, že ATA = AAT. Normálńı matice řádu n
má n LN vlastńıch vektor̊u.

19



Pozn. Symetrická matice (A = AT) má všechna vlastńı č́ısla reálná.

Pozn. Trojúhelńıkové matice maj́ı všechna vlastńı č́ısla na diagonále.

Věta Podobné maticeA aP−1APmaj́ı stejná vlastńı č́ısla (stejné spektrum).
D̊ukaz:

det(P−1AP− λI) = det[P−1(A− λI)P] =

= det(P−1) det(A− λI) det(P) = det(A− λI)

Pokud je vektor ~x vlastńım vektorem matice A, pak vektor P−1~x je vlastńım

vektorem matice P−1AP.

Věta Ke každé matici existuje j́ı podobná matice v Jordanově normálńım
tvaru

J =








J1 0 . . . 0
0 J2 0
... . . . ...
0 0 . . . Js








, kde Ji =










λ 0 0 . . . 0
1 λ 0 0

0 1 λ 0
... . . . ...

0 0 0 . . . λ










.

Pozn. Pro každou normálńı matici existuje podobná matice diagonálńı.

Pozn. Neexistuje finitńı postup jak provést transformaci matice na Jordan̊uv

normálńı tvar.

Numerické metody řešeńı úplného problému vlastńıch č́ısel

1. Sekvenćı elementárńıch transformaćı p̌revedeme matici na p̌ribližně di-

agonálńı tvar (p̌ŕıp. Jordan̊uv normálńı tvar) nebo p̌ribližně speciálńı typ
(nap̌r. tridiagonálńı nebo Hessenbergovu matici).

2. Rozlož́ıme matici A na součin dvou matic A = FL · FR. Matice Ã =
FRFL je podobná matici A.

Odvozeńı: FRFL = F−1
L FLFRFL = F−1

L AFL.
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5.2 Jacobiho transformace (metoda)

Jacobiho metoda nalezne všechna vlastńı č́ısla a vektory symetrické matice.
Ćılem je postupně zmenšovat č́ısla mimo diagonálu.

V každém kroku nalezneme v absolutńı hodnotě maximálńı č́ıslo mimo di-

agonálu |apq| = max
i,j<i

|aij|. Pootoč́ıme osy p, q tak, aby se submatice [app apq ; aqp aqq]

transformovala na diagonálńı.

Jeden (k-tý) krok iterace Jacobiho metodou má tvar

A(k) = TT
p,qA

(k−1)Tp,q, kde Tp,q =





1 0
. . .

cosϕ . . . − sinϕ
... 1

...

sinϕ . . . cosϕ
. . .

0 1





.

Po k-té iteraci je prvek matice

a(k)pq = (cos2 ϕ− sin2 ϕ) a(k−1)
pq − cosϕ sinϕ (a(k−1)

pp − a(k−1)
qq ).

Aby prvek a
(k)
pq = 0, úhel ϕ muśı splňovat vztah

tg 2ϕ =
2apq

app − aqq
.

Důkaz konvergence: Při posloupnosti Jacobiho transformaćı nejsou nuly
mimo diagonálu trvalé. Důkaz konvergence je založen na konvergenci sumy

mimodiagonálńıch prvk̊u k nule.

Označme t(A) =
n∑

i,j=1;i 6=j

a2ij. Pak

t(A(k)) = t(A(k−1))− 2a2pq ∨ a2pq ≥
t(A(k−1))

n(n− 1)
.

Tedy

t(A(k)) ≤

(

1−
2

n(n− 1)

)

t(A(k−1)) ≤

(

1−
2

n(n− 1)

)k

t(A).
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Posloupnost je tedy shora odhadnuta geometrickou posloupnost́ı s kvocientem

< 1.

5.3 LU rozklad pro úplný problém vlastńıch č́ısel

Tato metoda konverguje velmi pomalu, na výpočet je ťreba velký počet operaćı.

Matice A je nultým krokem iterace, t.j. A0 ≡ A. V k-tém kroku rozlož́ıme

maticiAk = LkUk. Vytvoř́ıme maticiAk+1 = UkLk, ta je podobná maticiAk.

Pokud posloupnost Bk = L0L1 . . .Lk → k regulárńı matici, potom matice Ak

→ k horńı trojúhelńıkové matici, která má na diagonále vlastńı č́ısla.

Existuj́ı ale speciálńı rozklady matic vhodné pro hledáńı vlastńıch č́ısel a vek-

tor̊u. Pro tyto rozklady konverguje obdobný postup rychle.
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5.4 Částečný problém vlastńıch č́ısel

Hledáme vlastńı č́ıslo nejvěťśı v absolutńı hodnotě.

Zvoĺıme libovolný vektor ~x(0). Dále poč́ıtáme iterace

~x(k+1) =
1

̺k
A~x(k), kde ̺k = ~eT1A~x(k) (p̌ŕıp. ̺k = ‖A~x(k)‖).

Pak plat́ı

lim
k→∞

̺k = λ1 ∨ lim
k→∞

~x(k) = ~x1.

Pokud chceme daľśı vlastńı č́ıslo, redukujeme matici na řád (n−1). Je-li vektor

~x1 = (u1, . . . , un)
T, plat́ı

P =








u1 0 . . . 0
u2 1 0
... . . . ...
un 0 . . . 1








, P−1AP =

(
λ1 ~qT

~0 B

)

,

a tedy hledáme maximálńı vlastńı č́ıslo matice B.

Pozn. Nevýhodou je postupná ztráta p̌resnosti.

Pozn. Pro výpočet nejmenš́ıho vlastńıho č́ısla lze nalézt nejvěťśı vlastńı č́ıslo
maticeA−1. Pro hledáńı vlastńıho č́ısla v určité oblasti lze provést posun, nebot’

(A+ µI)~x = (λ+ µ)~x.

23


